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Technischer Bericht Nr. 10 

Das Restgrößenverfahren zur Berechnung 
von Biegeschwingungen von Stäben verän­

derlichen Querschnitts 

Zusammenfassung 

Es wird . eine neueMethode entwickelt, um die Biegeschwingungen 
von Stäben veränderlichen Querschnitts zu berechnen. Dabei wer­
den - zunächst ebene . Stabschwingungsprobleme vorausgesetzt. Diese 
Methode beruht auf dem sog. Restgrößenprinzip, das bei Dreh­
schwingungen von Maschinenwellen mit so großem Erfolg angewandt 
wird (Berechnungsverfahren von Holzer~Tolle, Gümbel, Grammel 
u.a.me), aber bei Biegeschwingungen verschiedener wesentlicher 
Erweiterungen bedarf. : Zur Integration der Schwingungsgleichungen 
wird das Verfahren von Adams-Störmer verwendet, was im Hinblick 
auf deit symmetrischen Aufbau dies~r Gleichungen nahe liegt. · , 
. . ·.. · Auf diese Weise ist es möglich, die Biegeeigenschwin-
gungen von Stäben veränderlichen Querschnitts einfach und genau 
zu berechnen. Ganz besonders eignet sich das Verfahren zur Ver­
wendung von Rechenautomaten, indem es sich -darum handelt, den-
selben Rechnungsgang oftmals durchzuführen. ; . . 

.. · Praktisch. ergebe:q sich viele Verwendungsmöglichkeiten 
der neuen Methode zur Berechnung von Schwingungen von Propellern, 
Dampfturbinenschaufein, Trägern veränderl~chen Que.rschni tts und 
ähnlichen technisch wichtigen Gebilden • 
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Das . Restgrößenverfahren· z~r Berechnung 
======================================= . ' 

von Biegeschwingungen von Stäben veräni... _ 
------------------------------------------------------------------------------

derliehen Querschnitts 
--------------------------------------------

1. Einleitung und · vorbemerkungen~ Unter den Schwingungsproblemen 

im Maschinenbau sind es vor allem zw·ei Problemkreise, die an 

Vfi.chtigkei t alle anderen übertre.ffen. Der erste yon ihnen be­

handelt die Drehschwingungen, der zweite die Biegeschwingungen 
. . ·, ' .· ' . . 

· irgendwelcher stabförmiger Maschinenteile • . ·Physikalisch handelt 
"· . . ' . . 

es sich im ersten Falle um J)rehschwingungen, im zweiten Falle 

um Biegeschwingungen eines im allgemeinen noch mit · Einzelmassen · 

versehenen Stabes .• 
. . 

Schwingungen der ersten Art treten fortwährend in 

. sämtlichen Teilen des Mas'chinenbaus auf, insbesondere . bei Tex-
. . . 

tilmaschinen, elektrischen Maschinen. aller Art, Wasser- und 

. Dampfturbinen. sowie ganz besonders im Kolbenmaschinenbau •. Ebenso 

· häufig sind jedoch die Schwingungen der zwei.ten Art, ·die Biege-

. Schwingungen stabf .. örmiger Maschinenteile. Probleme solcher · Art 

treten beständig auf bei Turbomaschinen, im Schiffbau, bei Flug.:.. 

zeug~n, in der, Bautechnik u.s.w. 

wa·s · den · ersten Problemkreis der Drehschwingungen 

anbelangt, so kann gesagt werden, daß er i!i den letzten Jahr- · 

zeh~tenabschließend behandelt worden ist. Der Wi~htigkeit des · 

Problems entspr~chend .sind eine ganze Reihe von Methoden ausge­

bild,et worden; die he~te · allgem~in bekannt · sind 1). nie meisten 

vo~ ihnen beruhen auf: dem sog. Restmomentenprinzip, das ih sehr 

verschiedenen Formen im . Gebrauch ist~ . Die wichtigsten dieser 

Methoden .sind die .von Holzer-Tolle, Gümbel und Grammel. :Der 

Grundgedanke des Restmomentenp~inzips besteht darin, daß man 
. . . . . 

zur .Berechnung der Dreheigenschwingungen einer Maschinenwelle 
. ;, ' ·' 

nicht das .auf Grund der Randbedingungen (diese bestehen darin, 
·. · daß· an den beiden Wellenenden kein IVIoment auftreten darf) sich . . ... .· ' 

. l)K~ Klotte~-;-Ä~~I;~-;·"·der verschiedenen Verfahren zur Berechnung 
·der Torsionsschwingungen von Maschinenwellen, Ingenieur Archiv, 
XVII.Band (1949). . . . . . . 
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ergebende Eigenwertproblem betrachtet U:nd ausgehend von diesem · 
die Eigenfrequenzen bestimmt 1 vielmehr nimmt man die · .Schwin-

. . . . . • ' ! ~· . • 

gungsfrequenz, w als .gegeben an, wobei dann nur noch äuf der 
einen Seite der Welle·die Randbedingung erfüllt, also das 
~oment zum Verschwinden gebracht werden kann. Auf der · anderen 
Seite 'tritt dagegen .ein z~r Aufrechterhai tung . der Schwingung 
nötiges . "Restmoment" auf, . d·as . sich zu einem gegebenen. Wert der 
Schwingungsfrequenz w sehr . leich~ berechnen läßt.- Trifft man 
verschiedene Annahmen ·für w. so kann man für jede von-ihnen das 
zugehörige ·Restmoment berechnen und also das letztere als Funk­
tion von w auftragen. Die Nullstellen dieser Kurve -liefern dann· 
die Eigenfrequenzen der· Welle. Ausgehend vonr diesen ist es auch 

leicht, die zugehörigen Schwingungsformen .. zu bestimmen. Das 
Re~tmomenten~rinzip stellt also ~ine all~emeine . Met~ode dar, 
durchwelche alle Drehschwingungsprobleme behandelt werden kön-
nen. . . - .. . : 

' . . . . 

. - Die Erfolge des Restmomentenverfahrens bei ·den 
Drehschwingungen haben schon frühzeitig zu Versuchen geführt, 
dieses auch auf . Biege~chwirig~ngen auszudehnen. Aber hier liegen 
di~ Verhältnisse von vornherein viel· schwieriger. : Im Gegensatz 
zu den Drehschwingungen hat man es b~:H den Biegeschwingungen 

· nicht mehr mit endlich vi'elen Freiheit-sgraden zu tun und kann 
höchstens einen Biegestab durch eine große Z~hl ~on Einzel­
massen·approximieren; Ferner ist· aber ,auch 'die ~truktur des 
_Problems :eine . ganz andere. An Stelle von zwei miteinander ge­
koppelten Größenbei den Drehschwingungen- dem Verdrehwinkel 
und ' dem Trosionsmoment- hat man bei den Biegeschwingungen deren 
vier, nämlich die Au~le:qkung; die Neigung, das Biegemoment und 
die Querkraft. 

Im üb~igen· kann aber wieder das gleiche Prinzip · wie 
bei den ·Drehschwingungen verwendet werd'en, daß man die Schwin-

. • • I ' 

gungsfrequenz w schätzt. und dafür auf die Erfüllung einer Rand- · 

bedingung verzichtet. D~bei tritt den ~big~n Betrachtungen 'ge­
mäß eine Reihe neuer Gesichtspunkte auf. Vor allem . kann sich · 
die genamite nicht zu erfüllende ' Randbedingung den jetzigen · 

Verpäl tnissen gemäß auf vier _Größen beziehen,. nämlich auf. die 
Auslenkung~ die Neigung, das Biegemoment und die :Querkraft •· 

.. 
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Demgemäß tritt an Stelle des·früheren Rest(torsions)momentes 
jetzt eine Restauslenkung, eine Restneigung, ein Rest{biege)-

. ' . . 

moment oder eine Restquerkraft, allgemein eine Restgröße; daher 
der Name des Verfahrens. 

Trotz dieser Unterschiede· besteht j edpch einE? sehr 
weitgehende ~arallelität,·und das hier-zu entwickelnde Rest­
größenverfahren kann als direkte Veral'lgemeinerung des Rest­
momentenverfahrens bei den Drehschwingungen von·Maschine.nwel-· 
len angesehen werden. Es können damit al~e Biegeeigenschwingungen 
von Stäben· (naturgemäß gibt es dabei sehr vieL mehr .Möglich~ . ' 

kei ten als bei -den Drehschwingungen ) einhei tlic_h und nach den 
gleichen Gesichtspunkten berechnet werden~ Gerade in dieser 
völligen Einheitlichkeit und Allgemeinheit der Methoden (auch 
im Vergleich zu den Drehschwingungen).liegt einer der Hauptvor­
teile des 'Verfahrens bei der praktischen Anwendungo Auf Grund von 
.einigen wenigen zentralen Gedankengängen ist es möglich, die 

'beiden genannten ,Problemkreise der Drehschwingungen und der 
Biegeschwingungen numerisch in erschöpfender Weise zu behandeln. 

Naturgemäß kann das oben dargelegte Restgrößen­
prinzip in sehr verschiedenen Formen und Varianten durchge­
führt werden. Vor allem kann die Integration der Schwingungs-:-

, gleichungen, die sich auf Grund der angenommenen w-i~erte. erge­
ben, auf sehr verschiedene Weise erfolgen. z. B. kann man, ähn­
lich wie es M~klestad2 ) für kritische nrehzahlEm .vorschlägt., · . 
auch einen transversal schwingenden Stab durch eine Anzahl von 
Einzelmassen ersetzen, die in entsprechender Weise elastisch 

-

gekoppelt sind. Dieses Verfahren hat aber große Nachteile. 
Erstens braucht es eine beträchtliche Arbeit, um die günstigste 

· Aufteilung in Einzelmassen vorzunehmen. Zv-vei tens ergeben sich 
auf diese Art, vor allem bei den Oberschwingungen, beträcht­
liche Ungenauigkeiten. 

' ' ' 

Aus diesen Gründen erscheint es viel vorteilhafter, 
von der ursprünglichen Schwingungsgleichung auszugehen und diese 
nach einem 'der bekannten numerischen Verfahren zu integrieren~ 

' ' 

Besonders naheliegend erscheint wegen des symmetrischen Baus der 
2) N~ o:Myklestad, A~new. method of calculating_natural modes of 
uncoupled bending vibration of airplane wings and other types of · 
beams, Jourrial of the Aeronautical Sciences, April 1944. 
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Schwingungsgleichung das Verfahren von Adams-Störmer. Dieses 
wird im folgenden verwendet. Auch hierbei ergeben sfch noch .. 

. \ . . .. . 

ver~chi edene ·. Mögli chk.ei t en und _Varianten •. ])i e ·. Int ervall~nge, die 
Anzahl der zur Interpolation verwendeten Punkte, die Methode zur 
Berechl~ung der Anfangswerte u. a. m. können noch in verschiedener 
Weiee gewählt werden, so daß sich das Verfahren _weitgehend irgend- . 
welchen Zwecken anpass~ri läßt.· 

Hinweis~ auf die Anwendung d-es . Rest 'größenprinzips 
auf Bieg~schwingungen finden_ sich in der Literatur verschiedent­
lich, vor allem -schon bei Holzer. Eine systematische Durchfüh­

· rung scheint aber bis .jetzt nicht gegeben worden zu se~n. Es 
. ist d?-S Ziel der vorliegenden Arbeit, d~ese Lücke auszufüllen. 

- Zum Schluß sei noch besonders hervorgehoben, da·ß 
· sich ;die hier entwickelten Methoden hervorragend eignen zur 
Verwendung von Re-chenautomaten. Denn es handelt . sicfl: ja im 
wesentlichen darum, die Restgröße nach demselben Rechnungs-

., 

gang füi ~ine ' giößere Anzahl von w-Werten zu berechnen. Ver-
. mitte1st eines Rechenautomaten kön~en also alle -Eigensc~win­

gungen von _Stäben veränderlichen Querschnitts'auf dem hier an­
gegebenen Wege innerhalb kurzer Z~i t. ·berechnet werd-en. 

2. -Das Adams-Störmersche Verfahren für die Stabschwingungs;". 
gleichung. 

- . . 

Wie bereits in d~r Einleitung angedeutet, · handelt es sich beim 
Adams-Störmerschen Ver~ah~en3 ) im Gegensatz zu ander~n Methode~, 
welche mechanische Näherungen mit nachfolgenden mathematisch 

,exakten Durchrechnungen verwenden (z.- B. Verfahren von Myklestad), . · 
um iün Näherungsverfahren der Praktischen iilathematik, bei dem 
von der mechanisch exakt gültigen Schwingungsgleichurig ausge- · 

. . . . . . 

gangen wird und durch numerische Integration punktweise Nähe-
rungslösurigen errechnet werden. Der Grundgedanke dieses Ver-

·3) Fr. A. Willers, Methoden der praktis~hen Anaiys.is, Verlag 
w. de Gruyter, 2. Aufl. Berlin 1950, s. 349. 

R~ Zurmühl, Praktische Mathematik für Ingenieure und · 
Physiker, Springerverlag Berlin-Göttingen-Heidelberg 1953, s. 361. . ' . . . . . . . ' 

· E. Kamke, Differentialgleichungen. (Band I), Akademische 
Verlagsgesellschaft, 3. Aufl. Leipzig 1944, s. 151. 

L. Collatz, Numerische Behandlung -von Differentialgleichungen, 
Springerverlag, 2. Aufl. Berlin-G:öttingen-Heidelberg· 1955, s. 79~ . · 
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fahrens soll für den einfachsten Fall einer linearen Differen-

tialgleichung · 

•· . . y'~f(x,y) (1) 

kurz erläuter.t werqen. Man teilt zunächst das Intervall <a 7 b), - ­

innerhalb dessen eine Lösung -von · ( ~ - ) ' 'bei gegebener Anfangs..;. 

beding~ng 'y(x )==y gesucht ist, in eine Anzahl gleichlanger 
0 · . . 0 . . ' ' 

. Teilintervalle, · die von den :unkten · a=x
0

, x1 ~ - · • .•., xn=b .begrenzt 

sein· mö~en. Für 'die: ersten k :Punkte ·x
0
,x1 ,. ~ - •• xk.:_ 1 (wobei 

· k=3, 4 oder· mehr betragen kann, · je nachdem, wie ~ie zu lösende 

Gleichung beschaffen ist, die Intervallänge gewählt und die 

Genauigkeit ge..;,ünscht . wird) _ seie·n auf irgendeinEil Weise die 

zugehörigen Funktions_werte y
0

,y1 , •••• ,yk-l der Lösung y(x) 

sowie die e:r:-tsprechenden . Werte f
0

, f 1 , ••• ,. , fk_ 1 , wobei 

,fv=f(x 11 ,yv) ist, möglichst genau -bestimmt, wor~en (über er{t­

sprechende Möglichkeiten gibt· Abschnitt 3 Auskunft). :Durch 

· die Punkte (:x;..,, f") (" =0, 1, •••• ,k-1) legt man ein Polynom 

·_ Pi_1 (~) (k-1 )-ter Ordnung und extrEI;polfert ·dieses_ und damit 

auch angenähert· die Funktion f(x,y(x)) bis zur Abszisse · 
.. ', 

x=xk. Bedenkt man, daß die exakte Lösung der Differential-

.- gleichung ( 1 ) für irgendeinen Wert x im. Intervall (xk_1 , xk> 

die Form 
' .... 

X . 

y(x) = yk_ 1+i f(x,y(x.) )dx · (2) 

. . xk-1 

hat; _so .kann man eine erste Näherungslösung für y(x) imP~kt 
X=Xk ange.ben, wenn ma:n an stelle des Integranden f(x,y(x)) ' 

. das ' Näherungspolynom Pi_1 (x) ·benutzt und die Integrati?n über­

das .Intervall(xk_1 ,xk) ausführt~ _Man erhält dann den Ausdruck 

I . I rk I · 
Y (xl:) -- Yk = Yk-1 + j pk-1 (x)dx ' (3) . 

xk-1 

I Der Wert yk kann nun durch ·Iteration weiter verbessert werden. · 

.. 
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Ist dann yk der sich am Ende ergebende Wert, so wiederholt man 
das .mit den Punkten (xv 1 f..,) (v =0, 1 , •••• , k-1) begonnene Verfahren, 
um y(xk~ 1 )=yk~ 1 .zu berechnen, nur daß man das Extrapola:tions_-· 
polynom Pi:1 (x) (k-1)-ter Ordnung jetzt durch die Punkte (x~,f") 
(v =1 ,2, .•••. ,k) legt. So kann man durch wiederholte Extrapolation 
und nachfolgende iterative Verbesserung gute Näherungswerte 

· y(x1 )=Y-J für alle weiteren Punkte xk~ 1 , •••• ,xn berechnen; 
· Bevor wir uns der numerisch:n Lösung der Stab-

schwingungsgleichung mit Hilfe des Adams-Störmarschen Verfahrens 
zuwenden, soll _kurz noch auf die Schwingungsgleichung selbst 
und die Definitionen der darin auftretenden Größ~n eingegangen 
werden. Wir betrachten dazu einen beliebigen, in einer Ebene 
schwingenden Balken (Abb. 1). 

' I 
X-- - - - -- -~ 

X 

Abb.-1 

An einer beliebigen Stelle x ist dann die Auslenkung des Balkens 
zur Zeit t, wie aus Abb. 1 zu ersehen ist, Y=Y(x,t) und die Nei- · 

·gung geg~n die x-Achse Y'::~~· Betrachtet man weiter einen gedach­
ten Schnitt senkrecht zur Balkenachse an der Stelle x, so treten 

3
. M ~tr---- . 

-- ~)-{~---
Q 

Abb .. .l 

bekanntlich zwei weitere ~rößen, Biegemoment M(x) un4 Querkraft 
Q'(x), auf, deren Richtungssinn wir gemäß Abb. 2 festlegen wollen. 
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Mit Hilfe dieser vier Größen Y, Y'~ "M und . Q 
' . I . 

·ergibt sich aus den dynamischen Grundgleichungen 
- . . . . . . . 

~2y -. . : .. .2 a •J . 
o•F . •-2-.:;: ·:~ .,) . Clt . l,.. ;x 

(4) 

' ; ·. 

und 
. ( 5) . 

. ~ \ . 

. : ~ für ein Balkenelement und dem ·Elastizitätsgesetz für den ·ge-. . . . . . 

bogenen Balken: 

. a2 
M I 

y = - E. ..::::-2 
ax 

. ( 6) 

•' 

die Differentialgleichungtür die Schwingungen des ' homogenen 

.. Balkens: 

(7) 

die. mit dem Eigenschwingungsansatz 
........ . . 

Y(x,t) = y(x)~sin ~t (8) 

· · übergeht in · 

~' 2 (E • I· y 11 ) . ~ w • s· F· y (9) 

. . 
wobei y nunmehr nur noch ortsabhängig ist. In diesen Glei-,, 
chungen hezei·chnen I=I (x) das äquatoriale · F1ächeriträghei ts..:. 

moment, F~F (x) de~ Balkenquerschnitt ~n der , Stelle x~ ,w die 

Eigenfr .:.·~.uenz, g die Dichte und ·E den Elastizitätsmod~l des : 

homogen gedachten Balkens. 
. ·· ' ' 

.. Bei der Anwendung des .Adams-Störmerschen Verfah­

rens auf ~ie ·Balke~schwingungsgle:ichung geht man von Gl~ (9) · 

·. a~s 'und 'zerlegt diese · zunächst in ein System vori · 2 Differential-· 

gleichungen 2. Ordnung: 

,'', 
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· M 
Y" = E•I 

( 10) 

Den Stab zerlegt man alsdann in n Intervalle von gleicher 

Länge h. Dabei· soll das Inter.vall (xA.,xA.~ 1 ) mit SA.+1 bezeich-
net werden (vgl. Abb. 3). · · 

<~> ~ 

. i+l- -,-d~ 
)( X X , ).•i ~ 

0 . .. .a 
I 

.EJ-
'll . ><.._ 
""!\•, . . 

Abb. 3 

Durch formale Integratio'n der Gleichungen ( 10) über das Inter-

vall Sx+1 findet man, wenn man noc~ die Abkürzungen 

y(x~) = Y-J 

M(x 11 ) ·::.-M..> Q(x.") = Q~ 
( 11 ) . 

,. 

M{x'i~ 
== (M) . 

I(x..,) I ..." 

· F(x~)·y(x") = (F•y)>J 

= h 

einführt: 
x'>'+1 . ' 

y~~1 YJ · 1 s M dx = +- -E I 
X~ -· X .. :.· .. 

' iJH1 ~ M 
y~+l = Y,, + h·y' + I dx ax 

~ E . 
.Xv x-1 ,, 

. xv+1 .. (12) . 

Q~+1 Q-J 
2 j . dx = + w •3_• F•y 

X" ·-
x"l1+1 X 

MY-+1 M" + h· 0 l + 2 \ ) F·y -dx dx - w .o.j 
-~ ·.) . 

x." Xo:J 
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Die Funktionen M(x) und y(x) unter den Integralzeichen sind. 

unbekannt. Kennt man jedoch die Funktionswerte von y(x) und 

M(~) an den Stellen x~,x~_ 1 , •••• ,x~-m' so kann man die Inte-· 
granden ~und F•y mit. Hilfe ~er Newtonsehen Interpolations­

formel für .aufsteigende Differenzen aus den Werte.n für ~ und 

F·y an den Stellen x..,, x"_1 , •••• , x'tl-m in .das Intervall S~+ 1 . 

extrapolieren. Im Folgenden soll m=3 gewählt werderi. tg.an er­
hält dann: 

M ( M) . 1 ( M) 1 . 2 M . 
I = I ~ + h .6 I ~(X..;.~.,} + 2h2 t:J. ( I)}x-x")(x-x\l-1) + 

+ 6~A3(~}._,(x-xo~)(x-x..,_ 1 )(x-xY_2 ) 
1 . ' . 1 2 . . 13) 

F•y = (F•y)., + h b. (F•y)v (x-x") + ~/:'J. (F .. y)." (x-x...,) (x-x'l1_ 1 ) + 
2h ' . 

. · 1 3 J + ·63 ~ (F•y)v (x-x") (x-x~_ 1 ) (x-x"_2 ) · 
h . . 

Mit Hilfe der Substitution x-x..,=t.h, x-x"_ 1 =(t+1)·h,.~ •• u.s.w. 
ergibt sich darau~: 

l ~ = (~L + 6(~)"-t + ~ 62(~t/t<t~1) + t63(~)-Jt<~~, )(t+2) 
. 1 2 . 

F·Y = (F.y)~+ .6_(F.y)._, t + 2 /.:l (F.y)\> t(t+1) + . ~14) 
~ tA3 (F•y)..,t(t+l)(t+2) J 

D'ie Größen A. , 6..2 , .C::-.3 kann man aus den folgenden Differenzen­
.· schemata errechnen: . 

" \(~~-3 

(~)\1-2 

(~~-1 
(~)~ 

~t-2 
A(~) 

.J-1 

t1( ~)v 

und entsprechend 

('i 5) . 
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( 16) 
). 

_Ll (F•y)." 

Setzt man für die Int,egranden in (12.)- die Ausdrücke (14) ein -und 
führt die Integrationen durch, so erhält man für y'l!~l' y~+ 1 , M\1+1 
und QV~ 1 folgende erste Näherungswerte, .die mit y~1~ 1 t y~~~, 

( .. ) (1t 
M._,+ 1 und QV+1 bezeichnet werden sollen: 

YY~~ = y~ ·~ ~nv" + ~ t.(~)" + 1·~ b 
2m.+ ~ ll3m-~} . ·.J 

UJ -- . '. h
2 [1(M) 1 (M). 1 A2(M)'. 19A3(M) ~ 

Y."+1 Y'~~ +. h·yv + EL2 I >J+ "'GD. I~+ gu ·rv+ 180u I vJII .. 
Q~!1 = Q'J ~ w

2
·g·h {. (F·y)'J·. ~ ~ö(F·y)" + . (17) 

~ 1 ~ A
2

();.·y)• + § ~ 3 (F•Yl" J 

M ~~ 1 = My + h • Q y + w 
2 ~ g • h 

2 
{ ~ ( F • y) 'I + .t 6 ( F • y ) ~ + 

. 1 2 . 19 3 ' l 
+ 8 ~ (F·y).., + 180 6 (F.y)~ J 

Um die Formeln (17) anwenden zu können, brauch~ man die Aus­
lenkungen, Neigungen, Momente und Querkräfte an den vier ersten 

. I 

Balkenpunkten x
0

, x1 , x2,.x3• Wie man diese sogenannten Anfangs­
werte mit Hilfe von Potenzreihenansätzen oder anderen Methoden 
erhält, soll'in Abschnitt 3 ge~eigt werden. 

Die aus (17) erhaltenen Näherungswerte benutzt 
man weiter für eine iterative ·verbesserung. Mit Hilfe der Werte 
\~c

1

1, {~) ,(~) -, {~j 'und (F.y(•t)"~ 1 , (F.y)'J, (F.y)v_1 , (F.•Y)v_2 _ 
\1+1 V "-1 ~-2 · · 

stellt man erneut analog zu (15) und (16) die Differenzenschemata 
auf. ;nd bildet mit den sich daraus. ergebenden Größen 6, I:J,. 2 , 63 
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analog' zu -den Gl-eichungen ( 13) die Newt·onschen Interpolations­

polynome. · n~ese . geheTI. .vermittelst der Substitution x-x"+1=(t-1 )•h, 

x:-x."= t.h, x-x-J_.1=(t+1)•h, •••• u.s.w. über die Form~ 
' ' • I 

M (Ml.')l· . (M'1J . = +.6-I (t-1) 
I I ·+1 •J+1 

(18) 

Setzt ·man. (18) in (12) ein und fillirt wiederum die Integrationen 
' . 

zwischen x" ·und x...,+1 aus, so 

. füf . Y-J~1' Y'...,·+1' M~~1; •Qv+1' 
bezeichnet werden soll: 

erhält man ' eine zweite Näherung 

dl.
. ·e . C11 ? (2l · · (1) < t) · 

m1.t Y~+1' Y~+1' M"+1' . Q~+1 

. uJ . . hf(M(1) - 211\ (1IIi't· '1~· 1 ·· . Y. ' "+. 1 = y' + - - . . ~ 
V E .I \1+1 

-6. -1 2(MHl 
12 I ~+ 1 

( ll 2 ' ,. 
1 6. ~'l}) . I Cl/ 

Qv+1 = Qv + w ·~·h i (F•y )\1+1 -2 (F•y v+t - -:-

_j_ D. 2 ( F 111) : 1 .. 3 C~/ .· · ' 
- 12 ·Y · v+1 24l\ (F· y )-v'+i) 

(!H 2 2 f 1 C·!J · . 
. 

M.., · + 1 D. ( . . . (iJ) . 
M\1+1 = h· Q~ , + ,~ ·S·h i_2(F·y )~+1 ·3 . F·y v+1 

1 62 ( '~') . 24 .·· F•y \'+1 
7 . 3 ·,H · '\ 

3bQ" t~. (F· y' )v+1l -
) 

' . 

I 
J 

( 19) 

· .. Indem .. man genau so · vorgeht, 'wie dies bei der zwei-

ten Näherung beschrieben wurde, findet man dritte und höhere 
'"' .n;l . Näherungen. Allgemein ergibt . sich die To-te Näherung y "+1 , · y.~,+ 11 

. (t 1 (t' l . . 
M~+ 1 ' Q~+ 1 ~~alog zur zweiten in der Gestalt: 
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. h {(M<t·~J) 1 .(.Mo:-11) . 1 2(Mte··n} · 
- y ~ + E I .~~ 1 - 2 Ä I ~+ 1 - 12 Ä . I . ~~ 1 -

('C} 

y.J+1 = 

. _ _j_ 6.3( M"'.''. ) 
, · 24 I tt-1} 

.
y-1 + h·y~ .j_ h2t l(Mr;:-Ay - 1 ö(M(1:•-1J} -

·. E 2 I· ~1 3 I ·~+ 1 
- 1 A 2l'MI'C-1J), - * A 3( M(t:•4J. ) 

24 I ~1 , 3o0 I "+1 ) 

( t:J 2 ( ((•4) . 1 (C-4J ' 
Q')+1 = Q" + w •9•h (F•y )v+1 - 2.6(F·•y )~+1.-. 

- 1~ 62(F.y«··~~+1 - ~ö3(F·y"'"'\J+1} 

. <tJ · · 2 . 2{ 1 (. lt-u) · 1 u:-1" · 
M~+ 1 = M~ + h·Q~ + w ·g·h 2.F·Y · ~+ 1 -.,~(F•y '~+ 1 . ~ 

1 2 ( rtwih · 7 · 3 ( . ct-41\ ~ 
.- 24 6 F. y J v + 1 - 3 6 0 1::. F • y J \1 + 1J 

k(Mtt·"1) k · ct.-th · Die Größen /::;) I l. und 6 (F• y J-J+1 , 
~+1 . . 

(20) 

(k = 1, 2, 3) ergeben sich aus den folgenden Differenzenschemata, 
die denjenigen der Nummern (15) und (16) völlig entsprechen: 

(rt~2 

( ~)\1~1 

(~)" 
(~tc-~~ 1 

.... , ... ""!1:"-;/) A •· . 
~ ,.~ . 

..~. v+1 

beziehungsweise 

2(Mct-tf ö - ' 
I Y+1 

( 21) . 
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.\F•y)-J-2 

A.C F· y) 'J.-1 

In den Differentialgleichungen (10) treten einer­
seits y' und M' = Q nidht explizit auf~ andererseits braucht 
man, um die Eigenfrequenzen zu bestimmen, die Werte y' und Q .. . · . . n n 

· nur am Ende des Balkens, d. \h. an der stelle x • Man kann des-. . .. . n . . 
halb, um s~ch unnötige zusätzliche Rechengänge zu ersparen 1 auf 
die laufende Ber~chnung von y' und Q verzichten. Aus diese~ 
Grunde . sollen aus den Gleichungen (17) und ·(20) die Größen y~ 
und Q.A. eliminiert werden. Dazu bestimmt man zunächst aus· der 
zweiten Gleichu.ng ( 17) die Größe ö 2y ~~ 1 • Berücks'ic~tigt man 
dabei, daß für jede Funktion w(x) mit w(x-J) = Wo~ die Bezie­
hungen 

. A 2 2 ' 3 l .. ' 
L.\ w .J = 6. w\1+1 

3 ' 
= 11 w'J+1 

- Ä w"+1 
4 : 

- A w\1+1 
.. r23) 

gelten, so erhält · mari, wenn · alle l.S~ mit 71.)3 vernachlässigt 
\ . 

werden: 

Entsprechend findet man aus der ersten Gleichung (17), . wenn man 
wi·eder (23) verwend~t, für yJ 7 y~_ 1 den Ausdruck: 

''I 

Setzt man die rechte Seite. von (25) in (24) ein, so erhält man 
die Beziehung: 

' • 
. I 
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(26 )' 

Indem man genauso verfährt. wie bei _der ' Berechnung . von ll2 Y...,<~1 , . 

. · findet man für · Ö 2Mv<;!1 die _Formel i 

2 l-t) 2 2 [ . . . 1 [ . 2 . . . 3 . ) t 
A M-J+1 ;: ~. :S·h ' (F.y).., + 12 6 ·. (F·y)" +.L\ (F·y) ) (27) 

Aus den . Gleichungen (20) folgt _für A 2y~~1 - in absolut analoger 
Weise · 

'. . 2 ('t) . 

. tl Yv+1 = h(y~ Y'~~-1) +- -l~- ·. ---Ä - · - · h 2[ 1 (MC'c-411 1 2(M'c-·42 . \ 
V E 2 I ~+ 1 3 . . I i+ 1 ' . ' 

. . (28) 
l 3 {~CC•11) . 1 , 

24A \I;1) . 
. ~ . . 

Beachtet man wiederum die Gleichungen (23) und setzt 'die rechte 

S . t ( 2 5) i ( 28) . . . bt . h A 2 l"e) . e~ e von .. .· · n. - e~n, so erg~ sJ.c t..l y-.J +1 zu: 

D2Y.l-t:l = h2[(Mn:~•)J .· ~ ~{M(t-4'\ . -~ _ll\2{Mrz:."\ . J· (29) _ 
. 'J +1 E . I ~+ 1 I ~+ 1 12 \ I }#1 

. ' . ' 

. .. . 2 (r) 
Eine analoge Rechnung führt fur ~ M-1+1·. zu 'dem .Ergebnis: 

/ · Die 'C -t.en Näherungen mit 1: · ~ 2 lässen sich mit· 

Hilfe der (t -1)-ten Näherungen einfacher ·ausdrücken; . z~ B. 
. . . . . .. ' . . 2 ( l> ' 2 t -t) . . 2 (2.) ' 

ergJ.bt s~ch· fur'C= 2 aus /:;:; Yv+· 1 - 6 y~+ 1 .bezw. L\ M-J+1 .-. . 2 (1) . . ' 
t;. M'IJ+1 unte~ Anwendung der Formeln (23) und (28): 

(1) = c-t) + h2 .6 4(rt4lJ . . 
Y'\1+1 Yv+1 12E I /~+ 1 

'1 (1} .· 2 s 2 ' . . . 
·. M~+)1 = M-J+1 + w • 1 ;h . 4 4 (F· y<i1)"~1 . . 

(31) 

Wegen der für jede Funktion w(x) mit w(x") = w-J gültigen Bezie- .. · 

hung 
n:.· o 4 cr-A) · · ..... 4 ('C ·l) 

w'\1+1 = Ii. w,H1 - ~ _w\1+1 (32) ,· . . ' 
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bestimmt man jede weitere Näherung mit '1:)2 · zu: 

( . 

(33) 

· Die Gleichungen (33) sind besonders einfach, weil man ·zu -ihrer 

Anwendung die Differe~zensche~at.a (21) und. (22) nicht auf dritte 

. und höhere Näherungen zu erweitern braucht.; ' . . . . 

Abgesehen von den vie.r Anfangswerten ·für y und M 
anden Stellen x

0
, xl' x2 , x 3 liefern die · :Form~~n (26), (27), 

· (31) und (33) die · Auslenkurig y und das Moment ·M an· jeder cler . . 
,. . .· - . ' . ' 

stelleri X~ des Balken~. Bei den von u~s durchgerechneten Bei­

_spielen konnte das Verfahren bei Benutzung von .Zahlen mit 

6 bis . 8 wesentlichen Ziffern jeweils _bereJts ·nach der dritten 

Nähe .. cung abgebr-ochen_ werden. Es ·muß auch noch bemerkt we.rden, 

daß dasVerfahren zwar konvergiert, jedoch nicht gegen die 

exakte Lösung der J)ifferentia:lgleichung. Tiie Abweichungen der 

Näherungslösung ·von .. der exakten Lösung liegen jedoch bei .· .. 

hinreichend kleiner Wahl . der Intervalle S.X (:i:m allgemei~en 
·genügt 16 ·· der Bal~enlänge; die Genauigke~ t nimmt jedoch zu, 

je kürzer die_ Intervalle · gewählt werden) weit . unter deri für 

.die Pr~xis vertretbarEm Fehlergrenzen.
1 

Will man die Neigung y' oder . die Querkraft Q = dM 
dx 

an einer der Stellen x·v bestimmen, so kann man folgendermaßen 

verfahren: Man ·stellt y = y(x) und M = M(x) mit Hilfe der :. · 
i. ' ' . • . 

·.I 

· Newtonsehen Interpolationsformel. -_unter Benu~zung ~er b_erei ts 

berechneten W~:rte y\1," yv_-1 , •••• , Yv~m · bezw. M'll' .M'Y~ 1 , ••• "'' M"-m . . 
dar: ~ · 

y(x) ·= Y~, + ~.., ~ .. Yv (x-x-J_ ) (x-x,, _
1
. ) • • • • (x-x·'-""+. ·

1
) 

" (-.J · ~, hcs " v 'Y ' ~:LI!, \;.,.. • 

. w: A~· (:J.4) 
.. ........ I _, M." 

~. M(x) - M-i+ L · 6"' h6. (x-x\l )(x-x'l)~ 1· ) :•... (x-x"' -~~ 1 · ) 
... (~ ... ~ · 

Alsdann . bildet man von den Funktionen· (34) die ersten Ablei-

· .. tungen nach x an der Ste.lle x\1 und erhält .so: . 

; . 



- · 16 -

"" 
. y t (x~) 1 r. 1 ~- .· (35) = ii . . 6 ··t;j y~ 

und 6•tt 

Q. (x~) = 1 ~ 1 A'SM (36) h 6 -J . 
•<4 . , . 

3. Berechnung der · für das Adams-Störmarsche Verfahren not- . 
wendigen Arifangswerte. Wie schon im Abschnitt 2. bemerkt wurde, 
benötigt man, um das Adams-Störmersche Verfahren durchfüllren 
zu können, eine ~ewisse Zahl von Anfangswerteri, die man auf 

. irgendei~e . Weise vorher möglichst g'enau bestimmen muß. Zur . 
Lösung dieser AUfgabe sollen hi~r im Folgenden ~wei Methode~ 
dargelegt werden, und zwar: 

a.) Die Lösung durch Potenzreihenentwicklung, 
.b.) Die Lösung vermittelst eines Differenzenverfahrens, 

d~s aus der A~ams-Störmerschen Methode ~ur Lösung 
von Differentialgleichungen entwickelt wurde. 

Von diesen . zwei Verfahren hat sich das unter a.) genannte b_ei 
. der praktischen ·Anwenqung besser bewährt als _das zweite, denn. 
·zum einen erfordert es ei_nen geringeren Rechenaufwand, zum 
anderen: läßt sich die Annäherung an die exakten Lösungs~er~e · 

dabei ohne allzugroße zusätzliche Mühe beliebig weit treiben, 
verringert doch die Berechnung -eines zusätzlichen Gliedes der 
Potenzreihe den Fehler- im allgemeinen um eine Zehnerpotenz. 
Dem zweiten Verfahren haftet im we_sentlichen der gle~che 

. Fehler an wie ' dem Adams-Störmer-Verfahren selbst: es konver­
. giert ebenfalls nicht gegen die e~akten Lösurigswerte der Dif~ 
ferentialgleichurig. Die Abweichung von den wahren Werten läßt 
sich hier nicht durch fortgesetzte Iteration, sondern ledig-

. . 
lieh durch Verkürzung der Intervalle S~ herabsetzen. ~an 
hilft sich häufig dadurch, .daß man die Intervalle S~ zwischen 
den Anfangsvierten halb so groß wie die restlichen J:ntervalle, 
im allgeme'irien also etwa in der Größe von ~ der Balkenlänge 
wählt. :pabei muß man jedoch die T~tsache in Kauf nehmen, daß 

. \ ·. . . - . . 
sich entweder die Zah~ der zu berechnenden Anfangswerte oder 
abe~ die der mit Hilfe des Adams-Störmarschen Verfahrens zu 
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ermittelnden übrigen Werte vermehrt, was wiederum einer Ver­
größerung der Rechenarbeit gleichkommt. 

·Auf die eingangs genannten zwei Verfahren soll 
nun im einzelnen e~ngegangen werden. 

· a • .) Potenzreihenentwicklung ~ · Man geht wieder von der unter 
(9) genannten Differentialgleichung des schwingend13n Balkens 

· aus: . ·, " 

( 3.7) 

In dieser Gleichung soll zunächst für x die neue Variable · -
x = h•t -eingeführt werden •. Dabei -ist h wieder. die (konstante) . ' . ' . .. ; ·- ' 2:x . 
Länge der Intervalle SA. Führt man noch die Bezeichnung y = dt 

.. ein, so geht Gleichung ( 37) über in: . 

(E·I:Y)"" 
4 2 . ' = h .•W ·~· .F•y, (38) . 

Das Flächenträgheitsmoment I(t) · und de~ Querschniit F(t) sollen 
hierbei gemäß der bereits oben verwandten bekannten Interpola­

-tion~formel in der Umgebung von x0 = 0 durch Poiyno,me (k-1 )-~ten 
Grades angenähert werden, wobei die Kenntnis der _ ~unktions-

-- werte von I(t) und F(t) an .den k ersten Punkten x
0 

= O, x1 . = h, . 

x2 = 2h, ·~ : ·•' xk_ 1 = (k-1)h, d. h. t
0 

= O, t -1 = ·_1, •••• _, 
tk_1 = k - - 1 vorausgesetzt wird. Da .die Betrachtungen ~n- Ab- _ 

schnitt 2. für vier · Anfangswerte durchgeführt vmrden, - soll auch 
. . . 

jetzt wieder k = 4 gewählt werden • . Die Verallgemeinerung auf 
beliebiges k kanndann auf Grund der angegebenen Formeln leicht 
bewerkstelligt werden. . I • • 

. I . . 

1 I (t) -und · F(t) stellen sich also dar _in der Form: -

I(t) = A + Bt + ct2 + Dt3 

F(t) = A· + Bt + ct 2 + nt3 
(39) 

Die Konstanten A, B, c, TI und A, B, C, D kann man leicht da­
durch berechnen,' daß man mit Hilfe der Werte _ I~; I 1 , I 2 , I 3 _ 
bezw. F

0
,-· F1' F2 ~ F3 , .wobei I"= I(x"), F1) = F(x 11 ), (-J=0,1,2~3) 

gesetzt ist, . ein Differenzenschema aufstellt und' die Newton~ 
. I . 

sehe Interpolationsformel für absteigende Differenzen anwendet. 
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.. ! 

Die Auslenkung y wird nun in Form ~er folgenden 

Potenzreihe mit unbekannten Koeffizienten a'\l angesetzt: 

I 

1"..() 

~ " y = L-. a.., t 

Setzt man dann die Gleichungen (40) und -(39) in, (38) ein, so 

erhält .man die Beziehung: 

1110 ' ' 

~ <r~1) <r~2) [ (r+4) (f+3) ·A·af~4. + (r~3) (f~2) .}3. af+3 + 

(40) 

f ' . . 
+ <r+2)'f+1)·c·af"+2 + <(+1)·r·n·a,+ 1 ~~t~'- = (41) 

w 2 • s . h 4 ?-' f - · - . - - t r = E ~·l A·ar +'B•ar_1 . + c·a,__2 + D·a,_3 } t 
Jh.O , 

Durch Koeffizientenvergleich in Gleichung (41) findet man, indem 
ufoS·h4 · . · . 

man noch zur Abkürzung E · = G schreibt, folgende Rekursio.ns-

·formeln: 

<r~1)(,.~2)[Cp+4)(f+3)·A·af~4 + {f+3)(t+2)·B·af+3 + 

+ (f+ 2 ) C, + 1 ) • C • a f + 2 + <r + 1 ) ~r w D • af+ 1 l = ( 4 2 ) 

= G f A·i'- + B·a/'_1 + C·ar_2 + D·'/'-3 J 
<t~ o, 1, 2, •••• ) ' 

Aus diesen Formeln kann man die. einz.elnen a:\ rekursiv bestimmen. 

Die Werte von a 4 bis a 1 0 seien hier explizit ausgerechnet:_ 

f-= 0: a4 = 1 I 1 _ . 
12·A 2 G:A·ao - 6·f3·a3 - .2•C•a2 } 

f-'= 1 : a5 . G 1 A = 120 A a; ~ ~ ao J -
3 B ...2. 0 a 1 D - 5 A a4 10 A 3 10 A a2 (43). 

2: l 
G·\A B C l 

a6 = 3"60 ( A a2 + Ä a1 + A ao) 

2 B 2 C 1 D 
- 3. A a5 - 5 A a4 - 5 A a3 
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5 R 10 c 2 n 
- 7 A a6 - 2T A a5 - 7 A a4 

aB= 1*80~ ia4+ ~ a3 + 2 a2 + f a1~ -

3 B 15 C 
4 A a7 - 28 A a6 -

(43) . 

f-:: 5: 
G·)A .B C .D ~ · 

a9 = 30~4 ( A a5. + A a4 + A a3- + A a2) -

7B 70 : 5D 
9 A a8 -12 A a7 ~ 12". A a6 

Die in den . . ersten Gleichungen von (43) auftretenden Koeffizienten 

a
0

, a 1 '· a 2 , a: 3 werden durch die Randbedingungen, d. h. die Art ,der 
Lagerung des Balkens 9 bestimmt. So findet man z. B. für .einen an 

der Stelle x
0 

fest eingespannten Stab, wenn man noch zur Abkür- · 

zung ~fxo~ =(M
1

.). , ~~xo} =(%). und llinl
1 
x =(1

1
) .schreibt, die Werte3 

xo . 0 . xo 0 ~· .· . 0 

a = 0 
0 

a3 = "i""T":·h.E3 (9.r ).o· 1(i) o~ 3 I 0 a2 

( 44 )• 

Aus der Potenzreihe für die Auslenkung y, die man 

sich, entsprechend-der geforderten Genauigkeit, bei~= p abge­

brochen denkt, 'also dem Näherungspolynom 

(45) 

erhält man ohne Schwierigkeiten das analoge Näherungspolynom für 
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~as ' Momerit M, wenn man b~denkt, daß M(t) = E·I(t)·Y ist: 
I 

p 

M = E ~ I(t)·Lv(~· -1) a~·t"~2 (46) 
' ~-=-1. 

Setzt man nacheinander t = 1; 2, · 3 in die Gl,eichungen . (45) und 
(46) .ein, so erhält man die gewünschten Anfangswerte für das 

Adams-Störmarsche Ve_rfahren. 

Um die Auslenkung und das Moment ari der Stelle .x3 
bezw • . t = 3 aus den P6tenzreihen ·zu berechnen; müßte man sehr 

. -- ' ! . . 

viele der Koeffizienten a -y bestimmen. Einen sÖlchen zusätz...;, 

. liehen Rechenaufwand kann man dadurch umgehen, daß man die . I 

Wert.E;_ von y und M formal an der · stelle 'x_1 bezw. t = . -1, d, h. 
an einer ·stelle, an welcher der Balken an sichnicht mehr · 

existiert, . berechnet. Man er~et zt dann das ·Quadrupel 

(x
0

, . xl' x2 , x
3

) ' der ursprünglichen -Anfangswertstellen durch 

' das neue Quadrupel (x~ 1 , x
0

, x 1 , x2 ) und ermittelt die zu x3 -
gehörigen y- und M-Werte ber'ei ts durch das Adams-Störmer~che 

Verfahren. 

b.) Anfangswertbestimmung analog zur Adams-Störmer-Methode: 1 · 

Das · in der Einleit.ung zum Abschnitt · 3. als zweites genannte · 
Verfahren ist . 'für· eine Differentialgleichung zweiter Ordnung 

in .·dem Buch; Fr. A. Willers, "Methoden der praktischen Ana­

ly_sis", Verlag de Gruyter, 2. Auflage (1950), s. ·374- 375, 
beschrieben. Die ' Formeln sollen deshalb hier nicht hergeleitet 

. . 

werden. Sie können ganz einfa~h von ~ort auf da~ System von 

zwei Differentialgleichungen zweiter ·Ordnung übertr:agen werden. 
. ' 

Da hier ebenfalls, wie im zweiten ·Abschnit~, die Neigunge~ y~ 

und die Querkräfte Q" an den Stellen · x 1 , x2 , , x 3 nicht benötigt 

werden, wurdendiese -Größenaus den Gleichungen von .Willers , 

eliminiert. zu ·diesem Zweck wurden ' für .die'C :...ten Näherungen ; 
('Cl . lt.) . . . • . ·.. • . ; . 2 ('C) 

Yv und Mv (1:'= 1, 2, 3, •.•• ) d1e. zwe1ten D1fferenzen /.l Y-1 . 
bezw. ~ 2M!t.l, (" = 1, 2, 3) gebildet uhd die darin auftretenden 

Differenzen in den y~ und Q"'durch die entsprechenden 'Gleichungen 

bei Vvillers ersetzt .. . Führt man nun noch die Abkürzungen: 
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' Q - 13 .QQ .·· 
o - E . I

0 

(~= 1, 2, 3) ' 4 
~ -

P.· h ' r = 1 . 

2 4 . = w •!•Fo·l · 
· E•I 
' ' 0 

.. . 

(4 7) ' 

ein, -worin 1 die Balkenlänge bezeichnet, so erhä.l t man schließ­

lich für _·die Anfa~gswerte als erste Näherungen die Formeln: 

- (11 - . · ~ · - . : 1 {~ 2 4 ' ' 
· M =M + 1-·Q · +-1" •l'l·y · 1 · o o 2 . t . . o . , 

' ·· . 1 

62M(-t) . 4 ~· .2·{ .(F. . w)· . . -VJ· -y . 2 ~ L F 
1 0 . 

· Für diett;'-ten Nä.herungen (er;= 2, 3, . ...• ) ergeben sich die 
\ 

. ·Beziehungen: 

. . ; 

. . 9. A 2 (F . <t) .. + -u - y . 
8 . Fo . 3 

- .97 A 3 (L yei"'}. ·J.·· ' 36QU · F
0 

.. · ~ . . 
. . . . 

(48) 

., . 

(49) 
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+ 1 ~ [ 13fl2(~ o Ytt/3 - 6_3 (~ o yltl~ lj 
;1Y~I = ~2f(Io M"~"l- Li(~ M i<-12 + 1 ~ ,i 2 ( ~ Mtt"J1 . .l I . 3 I ·· 3 . · .· ···· 3) 

42M~I = 114,~2{(~0 YCcl~ _ t.(~o y(l')J
3 

+ 11l12(t y!tJJ
3
J . 

Es muß noch bemerkt werden, daß man ·die t:. -t~ Näherung 

für y bereits zur Best:immung der 'C~ten Näherung von lVl bentitzeri 

(49 ~ 

' kann~ Man erreicht damit eine schnellere , Konvergenz des Verfahre.ns~, 
• I • • • 

. Bei Benutzung von 6 - 8 wesentlichen Z~ffern reichen im ·allge- · 

meinen vier Näherungen zur Berechnung der Anfangswerte aus. 

,4.) ·Bestimmung der Eigenfreguenzen eines Balkens auf Grund . des 

Restgrößenverfahrens: -Im Folgenden soll nun erlä~tert werden; 

~ wie man mit Hilfe der in Abschnitt 2. und 3. · dargestellten 

N.äherungsmethoden zur , Lqsung der Di'fferentialgleichung 

· (E·I·y")" = w2 ·s·F•y a:uf. Grund des R~stgrößenprinzips die­

Biegee.igenfreq~enzen von Stäben ermitt~ln kann • . 

Gegeben sei irg~ndein Balken, der an den Enden 

beliebig gelagert sein · soll (-wir wollen zunächst nur den Fall 

der ein- und zweifachen Lagerung betrachten). Dieser wird zu . 

Beginn in n gleichlange !ntervalle der Länge h ·aufgeteilt 

(Abb~ 4): 

-tFF ------t- -fl-~-· 
--J-~----:--::)(-:-.. -_1-;x., 

--· .XJ.. 

Abb. 4 
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Abhängig .· von: der Art der Lagerung · y.rerd en im allgemeinen jeweils · 

zwei der vier Werte y, y 1 ' M und .Q am Anfane x
0 

1J.nd En~ .e xn··des .. .. : 
Balkens ZU Nuli vorgegebeü. Diese je zwei Randbedingungen legen· 

. eindeutig d.ie Eigenwerte w v der Differentialgleichung (9) fest. 
An der Stelle . x

0
· sollen die vier Größen yi:, y' I, MI und: QI zu-

. '. . . ' 0 . 0 0 . 1 0 

nächst so vorgegeben werden, daß die beiden Randbedingüngen bei 
I . 

x erfüllt sind. Für diese Randwerte und füreinen bestimmten 0 ·. . . . . 

\~ert der Frequenz w liefern die in Absc~ni tt 3. beschriebenen 

Methoden die für das. Adams-Störmersche Verfahren no~wendigen . 
' Anfangswerte~ Mit Hilfe dieser Anfangswerte und · der vorgege- · 

. . , 

. 4 ' . · ' 

· benen Frequenz ,w bestimmen die nach Adams~Störmer au~gestellten . •. · 

Gleichungen (26), (27), (31 ), (33), (34),:' (35) und (36) suk- . 
~ -· ~ 

zessi ve an jeder . stelle Xv die zugehörigen Werte _ y.., , yJ, M" 
. und Q". 

.· An dE3r . stelle x
0 

sind jedoch im Grunde nur zwe.i 

der Werte y~, Yb I, M; und Q; (die infolge de.r Randbe.dingung'en 

. ·Null sein müssen) bekannt und angebbar. Die beiden übrigen· · 
' ' . -

Wefte, die mit y 1 und y 2· ?eze~chnet seien, müssen nun zwar . :, 

beliebig, doch möglichst zweckmäßig gewählt. werden •. Wie dies 

.vor allem unter dem letzteren Ge~ibhtspunkt gesc~eheri kann, 
' '.. . : . ·- . 

wird noch an anderer· stelle erl~utert werden. Die Wahl der I . . 

von Null ·verschiedenen Randwerte wirdtrotzaller Vorsichtsmaß-

nahnien im allgemeinen so ausfallen~ , daß die Adams-Störmerschen 
, ' 

Gleichungen zusammen mit einem beliebig angenommenen· Wert w: ·. 

für .· die Frequenz am Ende x des Balkens ei~ .- . w_ertequadrupeJ., . 
I -· ,I · I I · . . ,. n · 

Yn' . Yn , Mn und Qn l:Lefern, welches n;!.cht dem RandbedingU.ng~n 
bei ·?Cn (zwei der vier Werte müßten Null sein) genügt. Aus 

.- . diesem Grunde führt man .mit anderen Randwerten y;I, y~~I ·, M;I 

und Q;r, d.ie wieder den Randbed.~ingungen an, der Stelle x
0 

ge-

. horchen, bei gleichem w-W~rt ·die ;Adams-Störmersche H~chnung ': , 

noch einmal du~ch und erhält am Balkenend~ xn die Größen·y~1 , 
· - Y~II, M~I und Q~I, dt~ im allgemeinen ebe!lf~l~s die Randbedin- ( · 

· : gungen bei xn nicht erfüllen •. Wegen der Li'nearität der< Diffe.-

. . rentialgleichung (9) in y können · nun aber die .beiden 1-~surigs-

! . 

t I . 1 I · .. MI QI . d. IT ·. ·. 9 II MII . QII · . . . t .· 
sys eme Yn' Yn , n'. '·. n un Yn 1 Yn , n , n . · superpon:Ler 
werden~ d. h., man kann folgende lineare Kombination vornehmen: 

I 
I • 



· ... , 
- 2{- . . 

\' 

(50) 

ii ,j, ·: . · · 

. . - _. ' ;oo/ ~ . ·:- . ' 
Die Kombinatibt:l '-':erfolg.t . nun so, daß eine der beiden Randbedin- . 

gun~en bei· x~ e~·f,üllt __ .ist~ d. _h., einer der Werte y~, y~* , M~ . 
· und Q~ verschwi~,det ~ A.1ls :· dem zu Null gemacht.en Kombinationswert 

,. :.:·· I . .. . ' 

kann man den · Faktor A. bestimmen. ' 

Wi~d zJfällig mit· dem so gefundenen Wert . A. auch die 
,I~ 

zweite R8.ndbeding,1pig erf}lll t , _} so ist das. gewählte w eine Biege-

eigenfrequ~nz des vorgegebenen Balkens. Im allgemeinen -wird · 

iedoch diese~ Fall. nicht eintreten. Man .führt deshalb die Rech-

nung · für . verschiedene Frequenzen w durch ·und trEi.gt den We_~t der 

··:nicht erfülltem zweiten Randbedingung in einer graphischen Dar­

stellung als Restwert R über· w auf. I'llan erhält 13:uf diese Weis~ 

eine Funktion R(w) der Frequenz w, . deren Nullstellen die Eiege­

eigenfrequenzen des geiebenen Balke~s angeben. 

Zu dem soeben beschriebenen Restgrößenverfahren 

sollen nun no·ch einige ergänzende Bemerkungen gemacht werden. . . . 

· Wählt man die · im vorhergehen,den erwähnten zwei unbekannten, von 

Null verschiedenen Randwerte y1 und y2 bei x
0 

völlig willkürlich, 

so wird es im allgemeinen geschehen, daß die Lösungs.werte ·y~, 
.y•I MI , Q. I bezw yii y' II MII QII am Stabende numerisch 

n ' n' n · • n ' n · ' _ n .' n . · 
sehr große. Werte annehmen. Bei der Berech!J.ung des Restwertes · 

R(w) hat _man dann die ' Differenz zweiergroßer Zahlen zu bilden,' , 

die meistens r~lativ klein wird. Dadurch wird der .Fehler des 

Restwertes sehr groß, ja es kanri sogar passieren, daß der .Fehler 

größer ist, als der Restwert selbst. Dieser ·schwierigkei t kann 

man dadurch aus dem Wege geh'en, daß ~an . das Verhältnis . ~~ - der . . 
frei wählbaren Anfangswerte ·y1 und y2 in derselben Größenord­

nung annimmt, wie sie bei · prismatischen und keilförmigen Balken 

. von gleicherLänge und· gleichem Anfangsquerschnitt, die sich ja 

exakt durchrechnen lassen, vorkommen. , Die · Lösungen .bei xn · ~a1"7 

ten sich dann in kleinen Schranken, so daß die geschilderten . ..---· . . 

.Schwierigkeiten und Fehler nicht auftreten. 

•' 
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Die.auf dem vorstehend beschriebenen Wege entste­
hende, . zusamm~ngeset zte Lösung (welche also 2 Ral;ldbedingungen . 
am Anfang.und eine am Ende erfüllt) ist nur bis a1+f einen kon­
stanten Faktor b.estimmt. ·Damit das Restmoment stetig von ·w 
abnängt, muß dieser Faktor noch irgendwie normiert werden. Dies 
kann z. B • . dadurch geschehen, daß man bei .den Anfangswertepaaren 

· y~, · y~ und y~I, y~I je einen Wert des ersten und einen Wert des 
zweiten Paares, unabhängig von dem immer wiede·r neu.zu wählenden 
w, konstant beibehält und einfachhei tshalber etwa gleich J setzt. 
Man kann den genannten Faktor aber auch 'so bestimmen, daß bei der 
zusammengesetzten _Lösung am Anfang des Stabes die eine der nicht 
verschwindenden Größen den konstanten Wert 1 hat. 

Schließlich hat es sich bei der Durchrechnung meh­
rerer Beispiele immer wieder gezeigt, daß man vorteilhaft nicht 

•' .. . ' 

·nur bei dem im Abschnitt 3. unter b.) ge~childerten Verfahren zur 
Anfangswertbestimmung, sondern auch.beim Potenzreihenverfahren 
und beim Adams-Störmarschen Verfahren an Stelle der Größen y, y 1 , 

M und Q die transformierten Größen (47), d. h. die Werte 

y M 
12 M = y = E Io 

- = l·y' Q 
13 .Q_ (51) (X :::: E I 

0 

h ' 4 2 4 
~ 

W •! • Fa •1 .·· = r ~ = E·I 
0 

verwendet. Man vereinfacht dadurch die Rechnung nicht unwesent­
lich. 

5. ·Beispiel: Zum Abschluß soll nun noch die· vorausgegangene 
Theorie an· einem Beispiel .praktisch zur Anwendung kommen. 

~ 

Abb. 5 

----- .-9-t- ~ -t- 4- - -r ·.· ·. · ~ ,- -
---·--+-+-------4---J.-d-!.i~~--~"-· -· .· --d-o··. 

lJ_L~=-=--=--=~:::f=~~=:-1--- - -•- - t·-~ - _, -1.-
x.l, x, x . ..,J -V- :lt- - - - -, ,- -

n ~~ ~ ~~.1 -~ . 

"' I· !-"-b~"~-1 
,r I 

--------~~%~--~-----~r 

t I 
t 
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. G~ge~en sei ~i~ Balken~ der sich in einer Dimerision 
. . . 

linear verjüngt (Keilstab) (vgl. Abb. 5). Die Balkendicke dn und -
damit auch der Balkenque~schnitt Fnbei xn sei , halb so groß wie 
die ~alkendicke d

0 
bezw. der Querschnitt F

0 
bei x0 ~ Die Balken­

länge sei 1, die ,Balkenbreite b = 1. Das Flächenträgheitsmoment 
bei x

0 
sei mit I

0 
bezeichnet, der Elastizitätsmodul sei E und die 

Dichte g. 
Der .Balken sei einseitig fest eingespannt. Daraus 

ergeb~n .sich als Randbedingungen bei x
0 

: y
0 

= ·y~ = 0 und bei· 

xn: ~ . = Qn = o, wobei y
0 

die Auslenkung und y~ die Neigung bei 
x

0 
und Mn das Moment und ' Qn die Querkraft bei xn bedeuten • 

. Aufgabe: Es soll die erste Oberfrequenz des gege­
benen Balkens ermittelt werden • . 

Durchführung: Für die Balkendick~ an der _Stelle x 
ergibt sich: ' ( ' d 

d (X) =. ( 2 •l - X) 2 ~l (52) 

Entspr.echend für d'en Balkenquerschnitt bei. x: 

(53} . 

und für das Flächenträgheitsmomentf 

(54) 

Die Rechnung wird mit den transformierten. Größen . (51) · durchge-: 
führt • . Dafür benötigt man nicht F(x) und I(x) selbst, sondern 
die Quotienten: 

Io 
'I= (1 

1 

F X 
F = ·1 - 2 .·1 

0 

(55) 
. ·, 

für welche im weiter~n eine Zahlentabelle (vgl. Tab. 1, s. 28) 
beigefügt ist. Die Balk~nlänge wird in zehn gleiche .Intervalle 
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1 aufgeteilt, so daß die Schrittlänge h = 10 ist. 
Der Rechnungsgang wird nun folgendermaßen verw 

laufen: Für einen ersten bestimmten. w-Wert und die Randwerte 
I · · T ·. I I I I · 

y
0 

= y~ = Üj M
0 

= A , Q
0 

= B werden nach dem Potenzreihen-
verfahren gemäß den Formeln (43), (44), (45) und (46) die An-·. 
f~i'ngswerte für x_ 1 , x0, x1 , x2 bestinmt. '( di~ werte für x

0 
sind 

identisch mit den gewählten Randwerten). Mit diesen Zahlen führt 
' ' 

man das Adams-Störmarsche Verfahren nach den Formeln (26), (27), 
(31) und (33), durch und findet zunächst die Endwerte y~ und M~, 
mit deren Hilfe man aus den Gleichungen(35) und (36) noch die 
fehlenden Werte y~I und Q~ berechnet. (:Die Ermittlung von Yrii 

kann man sich ersparen, da dieser .Wert zur Bestimmung. des Rest­
moments riicht g~braucht wird.) 

Für den gleichen w-Wert, jedoch mit den abgeänderten 
Anfangswerten: yii = Y6 II = o, M~I = A II und Q.~I = BI~ berechnet 
man auf die glei~he We'ise, die Endwerte y~I, y~II, ~I, Q~I •. · 

Nun superpaniert man gemäß Gleichung (50) 

Qt + A. QII = 0 
n n 

und ermittelt daraus für · A. den Wert 

QI 
A. n = - QII • 

n 

Dann trägt man das Restmoment 

I I 

\ 

ilier w in einer graphischen :Darstellung auf. 

(56) 

(57) 

(58) 

Indem man genauso für mehrere andere w-Werte unter 
Beibehaltung der gewählten Randwerte:M~, M~I verfähr~ u~d durch 
die gefundenen Restwerte ·eine Kurve legt, findet .man dj,e Nähe­
rungsfunktionfür R(w), deren Nullstelle die gesuchte Eigen­
frequenz liefert. 

Es muß noch bemerkt werden, daß bei der vorliegenden 
Rechnung an Stel·le vo~ w gleich übe~ 't verfügt wu:r;de, da aus 
anderen Rechnungen für diese·Größe bereits brauchbare Schranken· 
bekannt waren. 
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Im einzelnen wurden folgende Werte gewählt: 

{ -I 2 -I 8 I Mo = Qo ·- -
a.) ,., = 4,0 

. rv.rii ··= 2 QII '= 7,6 . 0 0 

{ 
(59) 

-I 2 
...;.I 

8 Mo = Qo = -b.) 'i2 = 4,2 
-II -II 
Mo = 2 Qo - - 8,4 

Nachdem man mittels des Potenzreihenverfahrens z. B. für die 
Werte t't 1, Y~,. y~I, M~, Q~ die Anfang~werte berechnet hat Cyms 
wohl nicht weiter ausgeführt zu werden braucht), trägt man die 
gefund.enenWerte Y.;. 1 , y

0
, y 1, y 2 bezw. M_1 , M

0
, M1, M2 in die 

erste Spalte des Schemas Y (Tab. 2) bezw. M fTab. 3) ein. Darauf 
errechnet man mit Hilfe der Werte i'~ · bezw. ~· ( oJ = -1, 0, 1, 2) 

0 

F\t Io 
~ Fo I.., 

1 1,o5 0,863 837 
0 1 ,oo 1,000 ooo 
1 0,95 1 '166 350 
2 0,90 1 , 371 742 
3 0,85 1, 628 332 Tab.1 
4 0,80 1,935 125 
5 0,75 2' 37Ö' 370 
6 0,70 2,915 451 
7 0,65 3,641 329 
8 0,60 4,629 629 

9 0,55 6,010 518 
10 0,50 8,000 000 

die Größen (i y).., bezw·. (~o M)v ('\1 = -1, 0,.1, 2), trägt ·sie. in 
die erste Spaite des Schemas \k- ;c) (Tab. 2) bezw.(~0 M) (Tab. 3) 
ein und bestimmt die Differenzen b , A .. 2 , 6 3• Mit Hilfe der über 
der Treppenlinie stehenden Werte des(~ M)-'schemas b~stimmt man 
ß 2y3'

1
>gemäß Gleichung (26) und aus den über der Treppenli~ie im . (F . . · 2- (-iJ F Y)-Schema stehenden Zahlen den Wert6M3 gemäß Gleichung (27). 

· V~rmittelst, der nach. wy~l und6w-v~ 1 aufge+östen Formeln (23) 
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. . . - (oi) - (-1) . . . . . 
bestimmt. man dann y 3 und M

3 
und durch Multiplikation mit den 

entsprich_:~"~en ~ahlen aus Tab. 1 die zugehörif?;·en Werte ( ~ · y c .. ') 

bezw. (r 0 . M ')3 • Die ·Differenzpildung dieser letzteren .zwei 0 3 
Größen mit den über den Treppenlinien stehend·en liefern · die 

· . Ausdrücke~{~ .. y
111

}3 bezw. ~11 (~o M
14J3 (v = 1, 2, · 3,' 4). Mit 

den vierten Differenzen ~ 4 bestimmt man nach den Gleichungen 

. (31) die · zweiten Näherungen y
3
l'Jund M

3
'1>und ·daraus die Werte 

(F -Ull · . (I0 -tZlJ . . . . 
Fr... y /} bezw. IM .13 • ~ie dritten Näherungen erhält man 

. , g '(::mäß Gleichung (33) aus den _ werten(~,: y_<>-~3 bezw. (~0 M"'l}
3 

( A = 1, 2). Die dritten Näherungen sind hinreichend genau, so d·aß 

das Verfahren abgebrochen werden kann. Es werden noch die J)if-

·ferenzen(F de::,)dritt~n (N~he.:_u)ngen l~a. Y'' 3~ bezw. { iQ Mcz.j3 zu den 
Werten ·. F.., . y 2 bezw. yo. M 2 oberhalb der ersten Treppenlinie 

gebildet und unter. diese eine weitere Treppenlinie gezogen, um 

anzüdeut.en, , daß die Berechnung der ersten Näherungen für den 

Punkt _x4 beginnt. 

. Der Uebersichtlichkeit wegen schreibt man die 

Werte y 2 ? · y 3 bezw. M2 , · M3 (hier werden di.e letzten Näherungen 

. y ;3
' bezw. M:3b> mit y 3 bezw. M3 abgekürzt, da sich diese Näherungs­

werte von den wahren Wert~n y 3 ~ezw . . M3 im Rahtnen der gefor­

derten Genauigkeit · nicht unterscheiden) _nochmals hin und be-
. ' . ' 2_; (11 ' . . 2- (11 . . . 

gin.nt die Berechnung von 6. y 4 und (j. M4 und . den ~achfolgenden 
Werten genauso, 'wie sie f~r den Punkt x3. beschrieben wurde. 

Verfährt man für die übrigen Punkte xf4 (f ~ 4, · 
5, ..•. , 10) ebenso wie für x3 , so erhält man schließlich die 

Endwerte: 
-I . -2 

. y 10 =- 64,355 641·10 M~o. = 2,112 o62 \ ' 

und, indem man mittels der Werte .M"' (v .·= 10, 9, 8, ••. ~., 5) 
ein ~ifferenzenschema aufstellt, au~ Gleichung (36) de~ Wert 

-I Q10 = - 10,885 525 . 

J;)as Verfahren, 

nochmals mit den G~ößen ~ 1 , 

ergibt die Endwerte 

wie es soeben beschrieben wurd~, 
~II ~y i ii MII -QII durchgeführt 
.J.o' o ' o' o . . ' · 

'1 ,,· 



-II :34,750 Y1o - ' -. ' 
.. 

Nun kombiniert man 
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432•10-2 

-II 
Q1o - · -

;Lir1eaJ; und 

--II - . 1,103 Ivl16 = 

3,459 692 

erhält 
...;.II 
Q1o 

. A =- T 
Q . 1o 

= -

529 

0,317 825 

Daraus bestimmt man den ersten· Restwert ·zu 

li1 ·= M11 + t. M1 = - ·o,· 241 568. 1o 1o 

' \ 
' . ' . 

Auf entsprechende Weise errechnet man aus den 
Werten (59), b.) den Restwer~ 

R2 = + 0,232 897 

Wir wollen uns ·mit diesen zwei Restwerten begnügen 
und ·durch lineare Interpolation die gesuchte erste Oberfrequenz 
bestimmen. Dazu tragen wir in Abb ~ 6 R1 und . R2 Über ~ 1 und '1 ~ 
auf und bestimmen denjenigen Wert. ~ s, bei dem die durch R1, R2· 
gelegte Grade die yt-Achse schneidet. Wir finden 

. -
!1 s = 4,1016 

Vermittelst der Gleichung 

··. kann man dann den gesuchten Frequenzwe-rt bestimmen, womit 
unsere Aufgabe gelöst ist. 

·. ' 

(60.) 
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Tab~ 2 

1. Rechenschema· zum .Abschn. 6. Anf'ang das-Adams- Störmarschen Verf'ahrens :für die Werte: '174 == lt,() 1 . f{; ~ 2 
-I 
Q :: -8 

0 

Y LV'I · [ E_il'l•·u~ite~ ·_ AO -lJ _ F .~·•-·-• i.rt [S:tV~heiten • Ao-1 ) ·F: · /[ 

v ~" ' 6.9-.~ 6'" g_.J ..J ( ii. g )-J t1{~·g)v . ~(1=" -\ 6. "F.-:td:J.-J.._ 
. ~(~ -) 
6T.":·B" ~'+(f. ~~ 

lo!J 

{2) 

1,076 350 

o,ooo 000 

0,908 738 

3 201 148 
--~--~--~-~---

6,059 064 

6~062 556 

27'292 410 
0,565 506-

2~.857 916 

1 11,.130 !68 

0 IO, 000 000 

301 

033 

~3) 
-~-- L .. ~.o6.~_53,S! ______ ~ !--

,5'l} 5,153 :!73" 

3~-1 5.153 157 

3,201 148 

6"062 538 

~~463 326 

,2) . ·. 8, 466 837 

• • • • • • 

2,861 390 

27400 788 

• • • • • • 

-0,460 602 

• • • • • • 

/
116' 770 661 

4..,6,773 470 

• • .. 
• 

• • • • 

• • • • .. - .... - . . I - . l . 
die zugehörigen Werte · H-r u. ( t •_ f:f)v . siehe bitte s. 33 

• • _ _.. 
. .. .. -. 

' • • • • • 
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;.-- 2. Rechenschema zu' Abschn, 6. - · 

R .. - -.... ·-······· - ....... . 
lo ·H r 

!_{-- M. 6M.i I /.~;Mv IH •.. (~.MJ~_~(f·M)~ 
1· 2,802 291 

2,000 . 000 

1,201 949 

__ .... L..9..t_'!~I-~-~.g-~- .-a , 7 7 4 11 1 
~ - 1 · ~o~699 690 

, I ::::: ::: 

I 
I 
! 

i 
0,.074 427 

!) I . . I . . 
~-L::Q.!_g.?)~~§~--·--··-----· , ____ ;._J ____ , __ _ 

0,427 832 

-~-::Q., 271 988 
---~~ .. ~--

1 ,-0,841 265 

• -0,841 284 

-0,699 820 
0,130 549 

-0,569 277 

~·11 2,420 724 

I~ o 
2,000 000 

1 1,401 894 

.J~) lj;, 1 .-a, 442 675 

r}'L!I 1",. -0' 442 897 

L~--OJ.;.44K.§.§~ 
I 

!4/' -1' 643 096 

,f'lJ -1' 643 133 

-0,429 724 

-0,598 106 

--1_!,02~.763~-

-1,200 209 

~7tio·M)v 

-0,177 382 

-0,216 912 

-0,214 53'3 

214 745 

0,170 · 446 ... 

63cr~ M )" 

-07_03~_§30:.._ 

0,002 3'79 

~002 167 - · 

0,044 299 

6~(o/. Pi) 

0:,:041 909 . 

0,042 132 

- .~ .. 

\.; 
\.; 
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