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o Technischer Bericht Nr. 10

Das Restgrbﬁenﬁerfahreh zur Berechnﬁng

von Blegeschwingungen von Stiben verin-
vderllchen Querschnitts '

. Zusammenfassung -

Es.Wird‘eine neue Methode entwickelt, um die Biégeschwingungen
von St&ben verdnderlichen Querschnitts zu berechnen. Dabel wer-
den zundchst ebene Stabschwingungsprobleme vorausgesetzt. Diese

. Methode beruht auf dem sog. RestgroBenprinzip, das bei Dreh-

schwingungen von Maschinenwellen mit so groBem Erfolg angewandt
wird (Berechnungsverfahren von Holzer-Tolle, Glimbel, Grammel
U.a.m. ), aber bei Biegeschwingungen verschiedener wesentlicher
Erweiterungen bedarf.’ Zur Integration der Sohwingungsgleiohungen
wird das Verfahren von Adams-Stormer verwendet, was im Hinblick
auf den symmetrischen Aufbau dieser Gleichungen nahe liegt.
. Auf diese Weise ist es modglich, die Biegeeigenschwin-

- gungen von Stdben verdnderlichen Querschnitts einfach und genau

zu berechnen. Ganz besonders eignet sich das Verfahren zur Ver-
wendung von Rechenautomaten, indem es sich darum handelt, den-
selben Rechnungsgang oftmals durchzufihren.

; Praktisch ergeben sich viele Verwendungsmogllchkelten-
der neuen Methode zur Berechnung von Schwingungen von Propellern,
- Dampfturbinenschaufeln, Trigern verinderlichen Querschnltts und
ahnllchen technisch wichtigen Gebilden. :

\

‘Heinrich-Hertz-Institut flir Schwingungsforschung

: ﬁie Bearbeiter.

Profs If, phll B Matthleu

Stud.Ref. H. Zlmmermann ' stud. rer. nat. H. Sonnek
Der Abteiiungsleiter ~ ‘ . Dér Institutsdirektor
gez.. P. Matthieu s ' ' gez.a Rothert

(Prof Dr. phil. P Matthleu) - (Prof s —Ing G- Rothert)

Berlin-Charlottenburg, den 2. Mai 1957

LA



Das ReStngBenveffahrehvzur'Berechnung K

———- st ot s o oo . o ek T S St i —— . — S} ——— {— — —— o G S ot S Vol WO o et s WS b .
N T N S S R N N S N T R I N T R o S E =

N N N I S S N N N S o o o SN NS m =

1, BEinleitung und Vorbemerkungen. Unter den Schw1ngungsprob1emen

'im Maschinenbau sind es vor allem zwei Problemkreise, die an
’Wlohtlgkelt alle anderen ubertreffen._Der erste von ihnen be-
handelt die Drehsphwingungen; der zwelte die‘Biegeschwingungen
irgendweléher stabfbrmiger Maschinenteile. Physikalisch handelt
“es sich im ersten Falle um Drehschwingungen, im zweiten Falle
um Blegeschw1ngungen eines im allgemelnen noch mit Elnzelmassen
 versehenen Stabes. ‘ : : T
SchW1ngungen der ersten Art treten fortwahrend in
.samtllchen Teilen des Maschinenbaus auf, insbesondere bei Tex- -

¥ tllmaschlnen, elektrlsohen Maschinen aller Art Wasser- und

‘Dampfturblnen sowie ganz besonders im Kolbenmaschlnenbau. Ebenso
»hauflg sind gedoch die Schwingungen der;zwelten Art, die Biege-
ééhwingungen stabfbrmiger Maschiﬁenteilé. Probleme - solcher'Art
treten bestédndig auf bel Turbomaschlnen, im Schlffbau, bei Flug-
zeugen, in der Bautechnik u.s.w. ' 2 !

4 ' ' Was den ersten Problemkrels der Drehschw1ngungen
‘anbelangt, so kann gesagt werden, daB er in den letzten Jahr-.
zehnten abschlieBend behandelt Worden ist. Der chhtlgkelt des
[Problems entspreohend sind eine .ganze ‘Reihe von Methoden ausge-
‘blldet Worden, die heute allgemeln bekannt - s1nd1). Die melsten
von ihnen beruhen auf dem sog. Restmomentenpr1nz1p, das in sehr
verschiedenen Formen 1m Gebrauch ist. Die wichtigsten dieser

- Methoden 81nd die von Holzer- Tolle, Gumbel und Grammel Der
Grundgedanke des Restmomentenprin21ps besteht darln, da man '
zZur. Berechnung der Drehe1genschw1ngungen einer Maschlnenwelle
nlcht das .auf Grund der Randbedlngungen (diese bestehen darin,
daB an den beiden Wellenenden kein Moment auftreten darf) s1ch

1)K. Klotter, Analyse der verschiedenen Verfahren zur Berechnung
der Torsionsschwingungen von Maschlnenwellen, Ingenleur Archlv,
' XVII.Band (1949) ’ '
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efgebende Eigenwertproblem.betrachtet und ausgehend von diesem“
‘die Eigenfrequenzen beétimmt;fvielmehr nimmt'man die*Schwin-

- gungsfrequenz Q'als gegeben an, wobei dann nur noch auf der
einen Seite der Welle die Randbedlngung erfullt, also das
Moment zum Verschw1nden gebracht werden kann. Auf der anderen
Seite tritt dagegeniein zZur AufrechterhaltungAder Schwingung
nétigés "Restmoment" auf,. das sich zu einem gegebenen Wert der
Schwingungsfrequenz w. sehr leicht berechnen 1l&aB8t. Trlfft man
verschiedene Annahmen fiir w. so kann man fiir jede von- .ihnen das
Azugehdrige'Réstmoment berechnen und also das letztere als Funk-~
tion von w auftragen. Die Nullstellen dieser Kurve liefern dann’
die Eigenfrequenzén der Welle. Ausgehend von diesen ist es auch
leicht, die zugehorigen Schw1ngungsformen zZu béstimmen{ Das

. Restmomentenprinzip stellt also eine allgemelne ‘Methode dar,
durch welche alle Drehschw1ngungsprobleme behandelt werden kon-
nen. 2 ; g . -

' Dle Erfolge des Restmomentenverfahrens bei den
Drehschw1ngungen haben schon fruhzeltlg zu Versuchen gefuhrt,
dieses auch auf Blegeschw1ngungen auszudehnen. Aber hier liegen
" die Verh&ltnisse von vornherein-viel'schwierigér.;Im Gegensatz
zu den Dfehéchwiﬁgungenvhat.man es_bei den Biegeschwingungen
-nicht mehr mit endlich vielen Fréiheitsgraden zu tun und kann
hochstens einen Biegestab durch eine groB8e Zahl von Einzel-
massen approx1m1eren. Ferner ist aber auch‘die Struktur des
‘Problems ‘eine ganz andere. An Stelle von zweil mltelnander ge-
‘koppelten GroBen bei den Drehschw1ngungen - dem Verdrehw1nkel
und dem Trosionsmoment - hat man bei den Biegeschwingﬁngen deren
vier, n&#mlich die Auslenkung, die Nelgung, -das Blegemoment und
dle Querkraft R T O
Im ubrlgen kann aber wieder das gleiche Pr1n21p wie
bel ‘den: Drehschw1ngungen verwendet werden, daB man die Schwin-
gungsfrequenz w schitzt und dafiir auf die Erfullung einer Rand-
bedingung ver21chtet ‘Dabei tritt den oblgen Betrachtungen ge-,

' méfB eine Reihe neuer Ges1chtspunkte auf. Vor allem kann sich -
die genannte nicht. zu erfiillende Randbedingung den jetzigen
Verhdltnissen gemiB auf,VierﬁGréﬁen beZiehen,rnémliCh‘auf\die ‘
Aﬁslénkung; die Neigung, das Biegemoment und die Querkraft.
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DemgéméB tritt an Stelle des friheren ReSt(térsions)momentes

jetzt eine Restauslehkung, eine Restneigung, ein Rest(biege)-

. moment oder eine Restquerkraft, allgemeln eine RestgroBe# daher

Qer Name des Verfahrens. ‘ ' , : :
Trotz dieser Unterschlede besteht JedOCh elne sehr

weltgehende Parallelltat "und das hier -zu entwickelnde Rest—

.groBenverfahren kann als direkte Verallgemelnerung des Rest-

/ momentenverfahrens beil den Drehschw1ngungen von Maschinenwel-

; len angesehen werden. Es konnen damlt alle BlegeelgenschW1ngungen

von Stiben’ (naturgemaﬁ glbt es dabei sehr viel mehr Moglich-
vkelten als bei den Drehschw1ngungen ) elnheltlloh und nach den
-gleichen Gesichtspunkten berechnet werden. Gerade:in dieser
volligen Einheitlichkeit und Allgeméinheit der Methoden (auch
Cim Vergleichrzu den Drehschwingungen)'liégt einer dér Hauptvor-
teile des Verfahrens bei der prakfischeannwendung¢ Auf Grund von
einigen wenigen zentralen Gedankengéngén ist es méglioh"dié
"'beiden genannten Problemkreise der Drehschw1ngungen und der
~'BlegeschW1ngungen numerisch in ersohopfender Weise zZu behandeln.
: NaturgemiB kann das oben dargelegte Restgroﬁen—
prinzip in sehr verschledenen Formen und Varlanten durchge-
 fuhrt werden. Vor allem kann die Integratlon der Schw1ngungs-;
. gleichungen, die ‘sich auf Grund der angenommenen w—Werte erge-,’
- ben, auf sehr verschledene Weise erfolgen‘ Z. B. kann man, ahn—
lich wie es Myklestadz) flir kritische Drehzahlen vorschlagt
"auch éinén transversal schwingenden Stab durch eine Anzahl von
Einzelmassen ersetzen, die in entsprechender Welse elastisch
gekoppelt sind. Dleses Verfahren: hat aber groBe Nachteile.
Erstens braucht es eine betrichtliche Arbelt, um die gunstlgste
-Auftellung in Elnzelmasgen vorzunehmen. Zweitens ergeben sich
auf diese Art, vor allem bei den Oberschw1ngungen, betracht—~
, 11Che Ungenauigkeiten.

' - Aus diesen Grinden ersohelnt es v1el vortellhafter,
von der ursprungllchen Schw1ngungsglelchung auszugehen und diese
nach einem ‘der bekanntgn numerischen Verfahren zu 1ntegrleren. '
.Besonders nahellegend erscheint wegen des symmetrlschen Baus der

&l N. 0. Myklestad, A:new,methodrof caldulatlng_natural modes of
uncoupled bending vibration of airplane wings and other types of-
~beams, Journal,of the Aeronautical'Scien¢es, April 1944.
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Schwingungégléichung das Verfahren von Adams-Stormer. Dieses
wird im folgenden verwendet Auch hierbei ergeben sich noch.
verschiedene: Mogllchkelten und Varlanten. Die Intervallange, die
Anzahl der zur Interpolatlon verwendeten Punkte, die Methode zur:
,Berechnung der Anfangswerte u.a.m. kénnen noch in verschledener
Weise gewdhlt werden, so dafB s1ch das Verfahren weltgehend 1rgend—
welchen Zwecken anpaasen 18B8t. | :

Hlnwelse auf die Anwendung des RestgroBenpr1n21ps
auf BlegeschW1ngungen finden sich in der theratur verschiedent-~
lich, vor allem schon bei Holzer. Eine systematlsche Durchfiih-
- rung scheint aber bis jetzt nicht»gegebén worden zu sein, Es
ist das Ziel der vorliegenden Arbeit, diese Liicke auszufiillen.
. -Zum Schluf sei noch besonders hervorgehoben, daB
'SlCh die hler entwickelten Methoden hervorragend eignen zur
Verwendung.von‘Rechenautomaten. Denn es'handelt;slch ja im
wesentlichen darum,‘die_Restgrbﬁe nach demselben Rechnungs-
gang Piir eine,grdﬁere Anzahl von w-Werten zu berechnen. Ver-
‘mittelst eines Rechenautomaten konnen also‘alle'EigenschWin--
gungen von Stdben verdnderlichen Querschnitts ‘auf dem hier an-
gegebenen Wege innerhalb kurzer Zeit. berechnet werden. '

2, Das Adams— Stormersche Verfahren fir die Stabschw1ngungs-
gleichung.
{

Wie bereits in'dér Einleitung angedeutet,‘handelt.es‘siqh beim

‘Adams—stormerschen Verfahren3 im Gegensatz zu anderen Methoden,
welche mechanische Ndherungen mit naohfolgenden mathematisch :
exakten Durchrechnungen verwenden (z. B. Verfahren von lyklestad),
um ein Néherungsvérfahren der Praktischen Mathematik, bei dem .
~von der mechanisch exakt gﬁltigen Schwingungsgleichung ausge-"
gangen wird und durch numerische Integratlon punktwelse N&ghe=-

rungslodsungen errechnet werden. Der Grundgedanke dleses Ver-

3) Fr. A. Willers, Methoden der praktlschen Ana1y31s, Verlag
W. de Gruyter, 2. Aufl. Berlin 1950, S. 349.
- R. Zurmiihl, Praktische Mathematik flur Ingenieure und
Physzker, Sprlngerverlag Berlln—Gottlngen—Heldelberg 1953,
8. 3
" E. Kamke, leferentlalglelchungen (Band I}y Akademlsche
Verlagsgesellschaft, 3. Aufl. Leipzig 1944, S. 151,
L. Collatgz, Numerlsche Behandlung von leferentlalglelchungen, :
Springerverlag, 2. Aufl. Berlin-Gottingen-Heidelberg 1955, S. 79..




-5

fahrens: soll fiir den elnfachsten Fall elner llnearen leferen—
tlalglelchung '

Cyrer(xy) Dl Ay

kurz erliutert wefden. Man teilt zun#chst das Intervall {a,b),
' 1nnerha1b dessen eine Losung von (1) bei gegebener Anfangs—

‘ ybedlngung y(x )_y gesucht 188, i eine Anzahl glelchlanger

Telllntervalle, dle von den Punkten a= xo,x1,..,.,x =b begrenzt
sein mogen. Fir die: ersten k Punkte XO’X1’°'°°Xk 1 (wobe1

:‘k g PR 8 1415 o mehr betragen kann, je nachdem, wie dle zZu 1osende e

‘Glelchung beschaffen ist, die Intervallinge gewahlt und die
Genaulgkelt gewunscht erd) seien auf irgendeine Weise die
zugehorlgen Funktionswerte y ,y1,....,yk g der Lésung y(x)
sowie die entsprechenden Werte f f1,,,..,fk 19 wobei
y=f(xy,yy) ist, moglichst genau bestlmmt worden (liber. ent-
sprechende Moglichkeiten glbt Abschnitt 3 Auskunft). Durch
 d1e Punkte (xy,f,) (v =0, 1,,,.,,k—1) legt man ein’ Polynom" |
B Pk 1(:x) (k-1)-ter Ordnung und extrapollert dleses und damit =
auch angenahert die Funktlon f(x,y(x)) bis zur Abszisse
X=Xy . Bedenkt man, daB die exakte Losung der leferentlal—
“gleichung (1) fur irgendeinen Wert x im Intervall‘<k 1,xk)‘
_ dle Form : /

-2 (X) = yk 1 g f(XvY(X))dX , : : (2)

Fx-1

hat; 50 kann man eine erste Ndherungslosung fur:y(x) im Punkt
X= Xk angeben, wenn man an Stelle des. Integranden f(x,y(x))
‘das Ndherungspolynom Pi 1(x) ‘benutzt und die Integration iiber-

' das Intervall{xk 1,xk)ausfuhrt Man erhalt dann den Ausdruck
, Xy ‘ LT "k,'
y (Xy) % Vi = Vi1 S Pk 1(X)dx SAawge = ‘(3)?
k—1 | B . |

Der Wert yi kann- nun durchwiteration welter verbessert werden.:
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Ist dann yk der sich am Ende ergebende Wert so wiederholt man
das mit den Punkten (xv,f,) (v=0, 1,....,k~1) begonnene Verfahren,
um y(xk+1)_yk+1 zu berechnen, nur daB man. ddS Extrapolatlons-
polynom Pi11(x) (k=1)=-ter Ordnung Jetzt durch die Punkte (x,,f, |
Wty 2y e k) legt So kann man durch w1ederholte Extrapolatlon‘.
und nachfolgende 1terat1ve Verbesserung gute Naherungswerte

(x ) =y, flr alle welteren Punkte Xk+1,....,x berechnen.

Bevor wir uns der numerischen Losung der Stab~ -
schw1ngungsgle1chung mit Hllfe des Adams Stormerschen Verfahrens
zuwenden, 501l kurz noch auf die Schw1ngungsg1elchung selbst
und die Definitionen der darin auftretenden GroBen elngegangen
werden. Wir betrachten dazu elnen belleblgen, in einer Ebene
schwingenden Balken (Abb 1)

«<

\ o

Z/ _____'_,..._o—-"" e -~ . ‘
—— e == T 4] / e
———-—’-"""’”‘—‘_" >
42 Akb. 4

" An einer beliebigen Stelle x ist dann die Auslenkung des Balkens
- zur Zeit %, wie aus Abb. 1 zu ersehen ist, ¥=Y(x, t) und die Nei- '
“gung gegen die x-Achse Y'~é%. Betrachtet man weiter einen gedach-

ten Schnltt senkrecht zur Balkenachse an der Stelle x, so treten

bekanntlich zwei weitere GroBen, Biegemoment M(x) und Querkraft
Q(x), auf, deren'Richtungssinn wir gem#dB Abb. 2 festlegen wollen.
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WS T , _' Mit Hllfe dleser vier GroBen Y, Y', M und. Q
e erglbt s1ch aus den dynamlschen Grundglelchungen ]

2

- "Qg" ' | S, e
gF 5= s , | ‘ - (4)

a"b k.‘,@hx ’ : ' : \ ‘

und' . I R R LS e
V aM _ Q.. i e gl ¥, =5 ‘-’g<5y

.fur ein Balkenelement und dem‘Eiastizitétsgésétz'fﬁr"den;ge—
bogenen Balken. e ’ ' ¥ '

» L AVM=‘—_-E°I§? a2 , (6)

~die leferentlalglelchung fur'die Schwingungen'deS‘homogenen :
_ Balkens: P s o T O e '

2 e Bo S
2 <EI@-1>=-3~F-§-§ Gy
x> dx ot x A7
die mit dem Eigenéchwingungsénsatz
Tl t) = y(x)-sin wt et :,f" (8)
iibergeht in
LR AR it SRR A U)

wobel y nunmehr nur. noch ortsabhanglg 1st 'In diesen Glel-,
chungen bezeichnen I= I(x) das aquatorlale Flachentraghelts-
moment W—F(x) den Balkenquerschnltt an der  Stelle x, w die
Eigenfr.juenz, ¢ die Dichte und E den’ Elastlzltatsmodul des
 ‘homogen gedachten Balkens. : : ‘

. Bei der Anwendung des Adams Stormerschen Verfah~~
rens auf dle Balkenschw1ngungsglelchung geht man von Gl. (9)

- aus und zerlegt diese- zunachst in ein System von 2 leferentlalé

"glelchungen 2. Ordnung.
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| & P
4 = B

L

> (10)

,M'R = wzog‘u F-y

Den StabIZErlegt man alsdann in n Intervalle von gleicher
Lénge h. Dabei soll das Intervall«(xk,xx+1} mit Sh+1 bezeich-
net Werden (vgl. Abb. 3)

<hy ‘ , b e
: il e m
SRR S Tt TR T e ] Abb., 3
4 Y 3 2 R N *n
Xy X, Xg A=4 7R :

,Durch formale Integratlon der Glelchungen (10) uber das Inter- '
~vall S)\+1 flndet man, wenn man noch die Abkurzungen

“Y i = "' ® ,v ¥ ', " w
- Y(xS) = ¥y o ' Yf(xv).= ¥é |
M(xy) = My ' Q(x,) = Q§ B
8 | s | - Yoany
M{xvy = (M) o | 'F(XJ)'y(XQ) = (F-y09'
I<Xy) I/y , , ;
X9+T‘- X# = h
- einfihrt: ,
X¥+1 A
Vy41 = 93 E‘S o
. X':' = .
| o e T
o m hey! + &) ¥ ax a%
Vo491 =¥y T 2y + § 8 T EE A
; Xy Xy ' : ;
_ v+1 ' r (12)
5 g% 2 o
Qo = Qy + 0 SS Fey ax
. 'X9 ',:-
. | - a1 *
Moy q =My + heQy + wz'?i“g -} Fey-dx dx
) X\J;' Xg. '
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Die Funktlonen M(x) und y(x) unter den Integralzelchen sind
'unbekannt “Kennt man jedoch die Funktlonswerte von y(x) und
M(x) an den Stellen XysX,_ 1”°°°’Xv m? SO kann man die Inte—'
granden % und Fey mit Hilfe der Newtonschen Interpolatlons-
formel flr aufsteigende leferenzen aus den Werten fir % und
Py an den Stellen Xg9Xg_4 9-m in das Intervall Sy41
extrapolleren._Im Folgenden soll I 3 gewahlt werden. Man er-
h&lt dann: ‘

,....,X

- () k(B + o sHenton, )

6—-5-&( 1) (x- x,,)(x

(Fy)+hA(Fy) (X—X)+’
2h®

1)(X 2)

(13)
Py

/N

.A (F»y) (X—xv)(x-x 1) +

Mit Hllfe der Substltutlon X-X

Die GroBen.[k 132 ’£§3 kann man aus den folgenden leferenzen—
- schemata errechnent.

e

-3 Vi
(X B ‘A@l)"-Z AZ(M)' R |
M2 A(M ,I‘M 3(M) , (15)
(1 M Az(@@) & L S
M , A(lz\él_)v Ih

(%),

- 6—;;—-A3(F Y)\, (x—x\,)(x 24 1)(X y- 2)

=t'h’ X-X‘)—

+ 3A3(F y) t(t+1)(t+2)

und entsprechend

/

1=(t+1)-h,o.39ucs.w. 

,‘erglbt s1ch daraus: L , ‘ ,
B (-) +.A(-) b Ta3(9), vt(t+1) * 363(-“14-) t(t+1)(t+2)
Foy = (Bey),+ /_\.<F Yt o+ 2A (z. )y Bee1) ¢ CK1ay

/
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(F;Y)v—ﬁ , ., \
A(FY), 5 ~« |
' ‘(F°y)‘,_2 IR T A?(,}F"‘y)\)_‘]" . : ..
; . B (Fy) 4 e e f e Zf(Efy)v - (16)
'(’F‘Y)J.q e ‘ A (ny)\, ' ,
( Ay, o | oy
x:(F-y) B TR SRR TR A AT K

Setzt man fir d1e Integranden in (12) die Ausdrucke (14) ein und
- fihrt dle Integratlonen ‘durch, so erhalt man filr yd+1, y9+1, M 1

und Q
(1)
Msl+1

{4
v+1 f(o‘f,!.gende erste Naherungswerte, d?.e mit y“_,], va,

und QV+1 bezeichnet werden sollen._
e ‘,%{@) IR LRI RS
= v BB, o) A(a—ﬂ)-m—%mﬂx}‘
Qy = @y + wCogen {“‘yb 2A<F )y o

2 A%y, ¢ %»»A3<F~'y>v}

i
«
+

My = ,MV + h'Q? + wzog.h.z{ §(F°y)v'+ VB'A.(F».Y)

¥ %AZ(F'y)v 780 AB(F Y)v} -

Um die Formeln (17) anwenden zZu konnen, braucht man dle Aus—
1enkungen, Neigungen, Momente und Querkrafte an den vier ersten
Balkenpunkten Xor Xq9 Xoy- x3. Wie man diese sogenannten Anfangs-
werte mit Hilfe von Potenzrelhenansatzen oder anderen Methoden
erhalt soll’in Abschnltt 3. gezelgt werden.

' Die aus (17) erhaltenen Naherungswerte benutzt
man weiter fiir eine’ 1terat1ve ‘Verbesserung. Mit Hilfe der Werte

v,(¥“21‘ (¥)v ( ) w ( ] und (Foyu5q+1’ (Foy)y» (Fo¥)y_ 11 (F‘Y)ﬂ 2

stellt man erneut analog zu (15) und (16) die leferenzenschemata '
auf und bildet mit den sich daraus. ergebenden GroBenA Az A3
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"analoglzﬁAdEn Gleichungen (13) die Newtonschen Ihterpolations— -

polynome., Dlese gehen vermittelst der Substitution x- xv+1-(t—1)=h,
X~Xy= t h, x- Xy 1_(t+1) h,.,..u 8. W, uber die Formn

F L ] e B ]
i . J;VEAB(LI@)Q (641 (5=1) ,

| ' | (18)
Foy = (B y")m S AEF o (5-1) + 1A%, 4’)\,+1t(t -1) + |
| + %AB(F»_y‘“)‘,H(t+1)t(-t-1) |

; ‘ s J

Setzt man. (18) in (12) ein und fihrt wiéderum die Integrationen

= zw1schen Xy und x9+1 aus, so erhdlt man eine zwelté Nahérungl
; g = ’ {2 v (2) ) (2

PUL Fypqr V9419 Myyqr Qyyqr die mit yVi1’ 12 Mv+1’ Quﬁ1

bezelchnet werden soll: : o i '

o R{(MY 1A% 1 a2(u®f
y' - y' + __{ - ...A(._.) - _._A (.—.} -
¥4 T VT E (I )W 27N fyq T T2 s |
' 1L3(M? '
, R S ‘ S : i |
2 3 ol MW) SR W 4 Gl 1 A2f M
Ygpq = Ty +h-y'~.+—-—{-—(— ==z 0F ) - A (——)-~=~-
:DEO ‘(I g+1j

“Qyy1 T Qy + W egeh {(FW“’)\IH B "A(F yw)v+1
,\ e ) !

k(1’9)‘
- A2y - T @Y

2 21 1 (a)y - 1 e g
M\}H = M.J + he Q\, + w £eh 12(F.y Yaig =5 B(F T gy o

L : 2,0 My Y
d SV - EZ”ﬁ (F'yw)w+1 ”E“‘\B(F y450+1jj

Indem man genau SO vorgeht, wie dies bei der zwei-
ten Ngherung beschrleben wurde, findet man dritte und hohere

- Ndherungen. Allgemeln ergibt sich die t-te Naherung y,+1, y?i1,
MS?1, Q$i1 analog zur zweiten in der Cestalt'

i



_yJi? k¢ < B} - %A(%“fzﬂ - %A2(¥m21 e
i o aelE
W ey HE) -3 -
. 3 ) _Z%AZ[.B_I@'&") ' TA3(-MW-)\,+1‘}
"Q:& =Qy o '°'hv{(f"3"t",)v+1 - %A(F (w)»m y e
- 12 A° (P yn:-n)g+1 - A3(F 4))\’” }
'M:i” =My + b Qv + o ‘§rh {"(F yw_“)vh A(F yM)\m

LR -

- b2y vt - TAB(F "’Nn}

U M“:'") k (-1
Die Gréfen A ©und A (F N,
(I v+1 V17

(k = 1, 2y .3). ergeben ‘sich aus den folgenden leferenzenschemata,

die denjenigen der Nummern (15) und. (16) v6llig entsprechen: A

B,
h-2 M
. (va Atdﬂ
e .
R AE)
R,
| .l(\-lak A(fym
| M“/’. -
(£ 7

beziehungsweise

’ r(éO) ,

:(21) f
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(Fy)y-2 ,
S A,‘(F'.y)\),_'[ , g : i
(F’Y)q__*[_ A e A (F'Y)V,L | ‘ .
. ‘. | < A(F'y)v ) (_.4‘ B AB(F’.V ‘\4'3)\)’;_1 (22),
(F'y)\, P AR s (F- i M AR S
. | . /_\(F‘ y(t-v)\)_;_"]
(F . “.“)‘4_’_1 g "

In den leferentlalglelchungen (10) treten elner—
seits pt und M' = Q nicht explizit auf, andererseits braucht,
man, um die Elgenfrequenzen zu bestimmen, dle Werte yn und Q
nur -am Ende des Balkens, d. ’'h. an der Stelle Xy Man kann des-
halb, um 81ch unndtige’ zusatzllche Rechengange Zu ersparen, auf
die laufende Berechnung von y' und Q verz1chten. Aus diesen
Grunde. sollen aus den Gleichungen (17) und (20) die GréBen v
- und Qh ellmlnlert werden. Dazu bestimmt man zundchst aus der
zweiten Gleichung (17) die GroBe[§3r“’
dabei, daB fiir jede Funktion w(x) mlt w(xv) = w, die 3621e—
hungen -

+1° Beriicksichtigt man

Wy Wouq —Qwgq A wy = Aw v+1 AV )
C e % g A, - 23

| By . 3 By S

Aw, =/-\W\:+1 =43 s Acwg = 47w \:+1 -A Wv+1‘ ‘

gelten, S0 erhalt man, wenn’ alle A” mit ‘at.>3 vernachlass:l.gt

werden:

it 2 -0 {300, 100§ o

' Entsprechendlfihdéf men aus der ersten Gleichung (17);‘wehn man
wieder (23) verwendet, fir y! - Yy_q den Ausdruck:

RS 1 I TG R (RS V() e

‘Setzt man die rechte Seite von (25) in (24) ein, so erhalt man
dle Beziehungs
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S .3

ST R (SRS |

Indem man genauso verfédhrt.wie bei der Berechnung vonA yu(l)v R

findet man fir A%u “1 dle Formel. | | | |
A = W {(F y) [A (5-3), +A (. y)]g o

| 19
’Aus den Glelchungen (20) folgt fur A ny_.] in absolut analoger
Weise : :

. V . ' % e : ‘ (n-i) ) | »
@ T n%{ 1 A M ' 2M“
258 angy - ) +-{—~A——-)~ ( ) =
L T ¥ ."_"1 L -YI (T B V+1

- 24 AB(M‘Mj ~§’(28)

Beachtet man wiederum d:Le Glelchungen (23) und setzt ‘die rechte

Seite von (25) in (28) ein, so ergibt sich Azy:z zus
‘ 2 (c-4) : (€~1) : 0, : 0
2. @  pefin M) 2 M SR |
Ay\;ﬂ:.i‘,'i(l q+1-A(I)+1 12A( ) s "(.29)-

Eine analoge Rechnung fuhrt fur A M 1' Zu dem Ergebnis. ‘

‘ 3N (r. -4} " T4) . s ....1. 2 (-4
'S SUIEUS D {(F' )v+1 - A‘(.E'Y Vost + 777 (3 )\m% Ex
Dle 't.'-ten N'aiherungen mit T »2 lassen sich mit
Hilfe der (t -1)-ten Ndherungen elnfaoher ausdrucken, Z. B.
ergibt SlCh flirG= 2 aus Azy;?:.] Azy\‘)" bezw. Ae].\.’l\(;i)1

+1
AM\"& unter Anwendung der Formeln (23) und (28) 1
| 2 ‘ | |

@) ) h 4 M‘"} .

B B A (- -

V+1 v+1 12E I A1 /

; ' : 31)
BT ) /w2 o 4 (
Mv+1 = Ugp1 + =72 — A (F ¥ )\’+1 .

- Wegen der fur Jede Funktlon w(x) mit w(xy) = wq gliltigen Bezie- o
@ (T 4 -4  :~= 4 (ct=-2)

et T Vgsr = A Vopq = o gy (32)
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 bestimmt man jede weitere Néherung mit TY2 zus

® @) , b (M“) L (EY R T
Yo+t = Tva1 7 TEEINT o1 "I \.'+1 , BN oA
Cper v e 2 i - ot o (33)
e ) (t-4 ' w<.8.h ,1&4 s (t-2) } o
' Mv+1 ='Mv+1 + 12 .{(F y~'5v+1 - (F 7 )y+1

= D1e Gleichungen (33) sind besonders elnfach, weil man zu 1hrer
‘Anwendung die leferenzenschemata (21) und. (22) nicht auf drltte
und hohere Naherungen zu erweitern braucht. '
Abgesehen von den vier Anfangswerten fiir y und M
an den Stellen X, Xy, x2, X liefern die- Formeln (26), (27 )y |
(31) und (33) die Auslenkung y und das Moment M an jeder: der
Stellen xy des Balkens,_Bel den von uns durchgereohneten Bei~ .

'/ ‘sp1e1en konnte das Verfahren bel Benutzung von . Zahlen mit

6 bis 8 wesentllchen ziffern jeweils berelts nach der drltten'
: Nahe"ung abgebrochen werden. BEs muf auch noch bemerkt Werden,
‘vkdaB das Verfahren zwar konvergiert, Jedoch nicht gegen die
exakte Losung der leferentlalglelchung. Die Abwelchungen der'
Naherungslosung von. der exakten Losung ‘liegen jedoch bel.;;
~ hinreichend klelner Wahl ‘der Intervalle Sy (im allgemelnen -
‘ ,genugt 1% der Balkenlange, die Genaulgkelt nimmt Jedoch Zu,
je kurzer die Intervalle gewahlt werden) welt_unter den fiur
 d1e Prax1s vertretbaren Fehlergrenzen, . -
will man die Nelgung y! oder die Querkraft Q = gg
an einer der Stellen Xv bestlmmen, S0 kann man folgendermaﬁen~
i verfahren- Man stellt. v = y(x) und M = M(x) mlt Hllfe der ]
Newtonschen Interpolatlonsformel unter Benutzung dey berelts
.berechneten Werte yv, Xy 1,...., yv _p Pezv. Mo’ MV 1,,..63 M
dar.r f X . . : -
:‘* y(x?' YV, z;ffé}%é (x—xv)(x— 41) ..;iv(x_xq_s+1) | 3
FRREN «.,‘AM) s AL B E e S e S
‘ (X—XQ)(X- 1)'°"3_(X“XV—S+T) -

o

1}

=

+ ’,
’d

} Alsdann vildet man von den Funktlonen (34) dle ersten Ablel— 7”
‘tungen nach X an der Stelle x, und erhalt s0% -



)
S

. o) =428 Syl )
und - . R Rl A .
Q (xy) = ¢ JgAIVb o (36)

3, Berechnung der fiir das Adams-Stérmersche Verfahren not-
wendigen Anfangswerte. Wie schon im Abschnitt 2. bemerkt wurde,
benttigt man, um das Adams-Stormersche Verfahren durchfihren

zu konnen, eine gewisse Zahl von Anfangswerten, die man auf
_1rgendelne Weise vorher moglichst genau ‘bestimmen muB. Zur
Losung dieser Aufgabe sollen hler 1m Folgenden zwel Methoden
dargelegt werden, und zwar: '

a.) Die Losung durch Potenzreihehentwicklung,
‘b.) Die Lisung vermittelst eines Differenzen#erfahrens,
- das aus der Adams—stérmerséhen Methodé‘zur Losung
~von Differentialgleichungen entwickelt wurde.

Von dlesen zwei Verfahren hat sich das unter a.) genannte bei
~der praktischen Anwendung besser bewdhrt als das zwelte, denn.
‘Zum einen erfordert es einen gerlngeren Rechenaufwand, zZum
anderen 1léB8t sich die Annsherung an die exakten Losungswerte
dabei ohne allzugroBe zusédtzliche Miihe beliebig weit treiben,
verringert doch die Berechnung eines zus#tzlichen Gliedes der
Potenzreihe den'Fehlerlim allgemeinen um eine Zehnerpotenz.
Dem zweiten Verfahren haftet im wesentlichen der gleiche

- Fehler an wie‘dem Adams-Stormer-Verfahren selbst: ‘es konver-
"glert ebenfalls nicht gegen die exakten Losungswerte der Dif-
ferentialgleichung. Die Abweichung von den wahren Werten 1dBt 
VSlCh hier nicht durch fortgesetzte Iteratlon, sondern 1ed1g—
lich durch Verkiirzung der Intervalle SA herabsetzen. Man
hilft sich hiufig dadurch, dafB man die Intervalle SA zwischen
den Anfangswerten halb so groB wie die restllchen Intervalle,v
im allgemelnen also etwa in der GroBe von ?5 der Balkenlénge
wihlt. Dabei muf man Jedoch die Tatsache in Kauf nehmen, -da8
sich entweder die Zahl der zu berechnenden Anfangswerte oder
aber dle der mit Hilfe des Adams-stormerschen Verfahrens zu
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ermlttelnden Ubrigen Werte vermehrt wa.s Wlederum einer Ver—
groﬁerung der Rechenarbeit gleichkommt,

‘Auf die eingangs genannten zwol Verfahren soll
nun im einzelnen elngegangen werden, :

= ) Potenzrelhenentwn.cklungo Man geht w1eder von der unter

_ (9)zgenannten‘leferentlalglelchung des schwingenden Balkens
Causs ‘ : '

(E I y'Q"— w? 33 cFey ,f‘ ; ’v.}‘1',v(37),

‘In dleser Glelchung 501l zunachst fliir x die neue Varlable

= het elngefuhrt werden., Dabei ist h Wleder dle (konstante)
Lange der Intervalle SA Plihrt man noch dle Bezelchnung ¥ = %%
ein, so geht Gleichung (37) uber ins . ;3

(z-1: N philegery (38>»

Das Flachentragheltsmoment I(t) und der Querschnltt F(t) sollen‘
hierbei gemdB der bereits oben Verwandten bekannten Interpola-

 ,tiohsfdrme1 in der:Umgebung von X, = 0 durch Polynome (k=1)~ ten

Grades angenahert werden, wobei die Kenntnls der Funktlons— '

_ werte von I(t) und F(t) anAden k ersten Punkten Xo =0, Xjr;’h,'
2 = 2H, ’;.;., Kypq = (kx~-1)h, 4. h. t, = O,'ﬁ1 = 1y cooey o
k i:F k - 1 vorausgesetzt wird. Da die Betrachtungen in Ab-
schnitt 2. fiir vier ‘Anfangswerte durchgefuhrt wurden,‘soll auch:”

jetzt wieder k = 4 gewdhlt werdenorble Verallgemelnerung auf '
belleblges k kann dann auf Grund der angegebenen Formeln 1elcht

bewerkstelligt werden. . 7 |
t ¢ " I(t) und F(t) stellen sich also dar in der Form: -

I(t)

1

e
+
(w3}
purt
+
Q
oF

il

F(t) = & + Bt + Tt2 +‘ﬁt3‘,

Die Konstanten A, B, C, D und L, B, T, D kann man leicht da-
durch berechnen, daB man mit Hilfe der Werte I : 11; 12, 13
bezw., F o, Fqy Fo, Pz wobei Ly = I(xv), g = F(xv), (¥v=0,1,2, 3)
gesetzt 1st,_e1n Differenzenschema aufstellt und die Newton-
sche Interpolatlonsformel fur abstelgende leferenzen anwendet
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Dle Auslenkung ¥ w1rd nun in Form der folgenden
‘Potenzrelhe mit unbekannten Koeff1z1enten 2y angesetzt.

y -Zavt"' o (40)
\!-o ’ i : ..

Setzt man dann die Glelchungen (40) und (39) in, (38) ein, so
yerhalt man die Be21ehung.

Z(r+1)(},\+2)[(/«+4)(/¢+3) A Bupy * ()A+3)(}‘+2) .B.a ,u+3
/uo Py :
+ (fu»z)(/um) Gapyp + (pt1)epeDea +1§.t"= {(41)
2 4 22 v :
’=‘9—L%1.1..1_}Z:{Aa}‘+Ba/A1'+Caﬁ +Dar }tr o
Durch Koefflzlentenverglelch41n Gleichung (41) findet man, ‘indem
- man noch zur Abkurzung ——%—£—~‘~ G schreibt, folgende Rekur51ons-
'formeln- L & ‘ ' : A
(/t+1)()‘+2){(y+4)(/‘~+3) TR <,4+3><,+2) Bay,s ¢ |
¥ () (1) Cayp ¢ ()m)/“n a } = jee)

_GZ aﬁ+‘Baﬁ_1\+ca_2+'ﬁ.a_3§lv
' (/u'= 0, 1, 2,0000) |

Aus diesen Formeln kann man die einzelnen ay rekursiv bestimmen.
Die Werte von a4 bis a,y selen hier explizit ausgerechnet:

V /"L‘-":jf | IaSY =Tg—55%— ay + %yao} - .
PR £ TVER S TYRELS SN )
| /“'=2 ag = 3%5{% g :}E&H ;‘V.A'C: ao% -




s
-%%ae--‘—?f—%*%%%
p=ts | By = T%ﬁﬁ% §Aa4 + g iy T g Bl g a1§ =
g e g iy s Aty
M= %1 ag = ?EEZZZK g5.+ T2 +‘; az + K,azs - . -
/u, =:6:'A,‘a10=; B%Iﬁé%a6+§a5+ga4+§a.3}' : r

Die in den ersten Gleichungen’vdn (43)‘éuftretenden Kbeffizienten‘
8,1 841 8pi a3 werden durch die Randbedingungen, d;'h.vdie Art‘der
Lagerung des Balkens, bestimmt. So flndet man Zz. B.‘fur einen an

der Stelle X, fest elngespannten Stab, wenn man noch zur Abklr-

zZung TTEQ% (M) Q(X = ~ und —%—Q% ( schrelbt die Wertes
o _

)

e L
L 7 (44)

o

, Aus der Potenzrelhe fir die: Auslenkung ¥y die man =~
sich, entsprechend der geforderten Genaulgkelt bel e P abge— '
,brochen denkt, also dem Naherungopolynom ‘ : ‘

¥ o= Eﬁ:’avt AL ;'~ S (45)

érhélt man ohne Schwierigkeiten}das analogé Néherungspolynom fir



2B
1das‘Mohent M, wenn man bédenkt, daB M(t)"z E-I(f){y ists
< BeI(t)e Tv(v 1) ay-t w2 (46)

Setzt man nachelnander t =15 2y -9 1n d1e Glelchungen (45) und
(46) ein, S0 erh#lt man die gewlinschten Anfangswerte fir das
Adams-stormersohe Verfahren. =

Um dle Auslenkung und das loment an der Stelle Xz
' bezw.J = 3 aus den Potenzreihen zu berechnen, niBte man sehr
viele der Koeffizienten a, ‘bestimmen. Einen solchen zusatz—
lichen Rechenaufwand kann man dadurch umgehen, daB man die :
Werte von y und M formal an der Stelle x _q bezw. % = -1, d. h.
~an einer ‘Stelle, an Welcher der Balken an sich nicht mehr '
existlert berechnet Man ersetzt dann das Quadrupel
(xo, X1 x2, xj) der ursprungllehen Anfangswertstellen durch
das neue: Quadrupel (x 11 Xgr Xq9 X5 ) und ermittelt die zu x3
gehOrigen y- und M-Werte bereits durch das Adams—stormersche
Verfahren., : | ' :

| b. ) Anfangswertbestimmung anaiog Zur Adams—stbrﬁerQMethode. %
" Das in der Elnleltung zum Abschnitt' 3. als zweltes genannte + .
Verfahren ist. fiir eine leferentlalglelchung zwelter Ordnung ﬁ
;n_dem Buch; Fr. A. Willers, "Methoden der praktischen Ana-
lysis", vVerlag;de'Gruyter,'2. Auflage (1950),fs, 374 - 375,
beschrieben. Die Formeln sollen deshalb'hier‘nicht hergeleitet
' werden° Sie konnen ganz elnfach von dort auf das System von
zwed leferentlalglelchungen zweiter Ordnung iibertragen werden.
Da hler ebenfalls, wie im zweiten Abschnitt, die Neigungen‘js' 2
und die Querkrafte Qy an den Stellen Xq9 Xgy x3 nicht benatigt
werden, wurden diese GroBen aus den Glelchungen von Willers
ellmlnlert. Zu- dlesem Zweck wurden' fur ‘dieT ~ten N&herungen:
yv 'und M (t= 1, 2o By wasn ) AL zwelten Differenzen /\2 (ti
bezw,zﬁzM:U, (ve 1 5. 29" 3) gebildet und d;e darin auftretenden
. Differenzen in den y| und'deurch die entsprechenden Gleichungen .
. bei willers ersetzt. Fihrt man nun noch die Abkiirzungen:
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i Y
. x '
b e Lt 3 =i~ Qo -
% =1V, Q=7 I |
2 5 4 R
5 3 3 4 _ w%.8.Fg.l
MV EoId MV’ (v"'“']’ 2! 3) I'L " 'E"Io >(47) '
=1

N

eln, “worin 1 die Balkenlange bezelchnet, S0 erhalt man schlleB—

: llch fiir dle Anfangswerte als erste Ngherungen die Formeln'

 ,>(48)

;) ergebén.éiéh‘die 
( )

:
( )33

“ Fur dleTT ten Naherungen (T‘_ 2, 3, e

’ (t)

AY'] =

=

pa ‘“‘3{

_ua

A2

b (49)
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o el ) el
£ -1—;_,- [13A2(%-; ym)3 - A?(%‘;’ y(t))3]§
Zy‘;':: ﬁgz(%q m-.;1))3‘ —A(jI:-Q _M_ct-1)3 : T.IZ_AZ(%Q M(tﬂgg
.‘..lfm‘;’z 14.@2{(%3,“’)3 - A(_g_g m)3+ T% m3§

i

‘Bs muB noch bemerkt werden, daB man dietT -te Naherung
fur y berelts zur Bestlmmung der t-ten Ndherung von M benutzen

o

(49

* kann. Man errelcht damit eine schnellere Konvergenz des Verfahrens.'
' Bei Benutzung von 6 - 8 wesentllchen Zlffern relchen im-allge- "

'melnen vier Naherungen zur Berechnung der Anfangswerte aus.

4. ) Bestlmmung der mlgenfrequenzen eines Balkens auf Grund des

RestgrdBenverfahrens. -Im Folgenden soll nun erlautert werden,

’ wie man mlt Hilfe der in Abschnitt 2. und 3. dargestellten
Naherungsmethoden ZUr. Losung der leferentlalglelchung '
(BeIeyM)r = w2-0 cPey auf Grund des RestgroBenpr1nz1ps dle
Blegeelgenfrequenzen von Stében ermltteln kann. :
' ; Gegeben sel 1rgendeln Balken, der an den Enden

beliebig gelagertvseln soll (wir walen zunéchst nur den Fall

der ein- und zweifachen Lagerung betrachten). Dieser wird zu

Beginn in n glelchlange Intervalle der Lange h aufgetellt
(Abb 4) »
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Abhanglg von-der Art der Lagerung werden im allgemeinen JewellS‘

zwei der vier Werte y, y'; I und .Q am Anfang X und Ende Xp des:  e

Balkens zu Null vorgegeben., Diese je zwei Randbedlngungen legen 

- eindeutig die Eigenwerte w, der leferentlalglelohung (9) fest.

I L

An def“stelle x, sollen die V1er GroSen yg " y'I, M und Q

nichst §0 vorgegeben werden, dafB die belden Randbedlngungen b81H .

lxd erfullt sind. Plr diese Randwerte und fur einen bestlmmten
Wert der Frequenz w liefern die in AbSChnlttVB. beschriebenen
Methoden die fiir daS'Adamé—Stdrmérséhe Verféhren notwendigen

Anfangswerte. Mit Hilfe dieser Anfangswerte und der vorgege—

“benen Frequenz w bestimmen dle nach Adams stormer aufgestellten_;'f

Glelchungen (26)9 {27)5 (31)’,(33)1 (34‘)9 (35) und (36) Suk"‘-
. zessive an Jeder Stelle x,,dle zugehorlgen Werte Yy Yoo Mv

’ .und Q\’o

An der: Stelle Xo sind jedoch 1m Grunde nur zwel
der Werte yo, yo ’ MI
‘Null selnvmussen) bekannt und angebbar. Die beiden lbrigen

und Q @16 infolge der Randbedlngungen

. Werte, die mit y, und'yé'béZeichnet seien, milssen nun zwar °
beliebig, doch mogllchst zweckmaﬁlg gewahlt Werden° Wie dles:
‘VVOr allem unter dem letzteren G681chtspunkt geschehen kann,
'W1rd noch an anderer Stelle erlautert werden. Die Wahl der f
von Null versohledenen Randwerte wird trotz aller Vor81chtsma6-_
nahmen im allgemelnen S0 ausfallen’ daB die Adams- Stormerschen

*leelchungen zusammen mit einem belleblg angenommenen Wert W,

. bei N (zwel der vier Werte milBten Null sein) geniigt. Aus

flir ‘die Frequenz am Ende X des Balkens ein. Wertequadrupel ['

T o em® T

It yn,, M und Q llefern, Welches nlcht dén Randbedlngungen

dlesem Grunde fuhrt man mit anderen Randwerten ygl, y'II, MII ;

die w1eder den Randbedlngungen an, der gtelle X, ge-

horchen, bei glelohem w-Wert dle ‘Adams- Stormersche Rechnung

noch einmal durch und erh#lt am Balkenende X, die GroBen: an,

'anI, MﬁI und Qn g die im allgemelnen ebenfalls die Randbed1h~*"‘

gungen bei x nicht erfullen.,Wegen dexr Llnearltat der. lefe—.*

n :
»~rent1alg1elchung (9) in y konnen nun aber die beiden Losungs— .

: i}
systeme yi, an, Mi, QI und ygl, anI, nI, Qil superponlert‘

~ werden, d. h., man kann folgende 1%neare Kombination vornehmen: :.
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n =

%

N

2(s50)

4
Die Komblnatlon erfolgt nun so, daB eine der ‘beiden Randbedin—
gungen bei Xn |

und Q verschw1ndet Aus dem zu Null gemachten Komblnatlonswert

kann man den Faktor A bestlmmen. . i j ‘

. wird zufalllg mlt dem so gefundenen Wert A auoh d1e
“zweite Randbedlngung erfullt, so ist das. gewdhlte w elne Blege-
elgenfrequenz des vorgegebenen Balkens. Im allgemelnen wird
Jedoch dleser Fall nicht eintreten. Man fiihrt deshalb die Rech-

nung ‘flir verschiedene Frequenzen w durch und tragt den Wert der

erfullt ist, 4. h., einer der Werte yn, y ’ M

“"nicht erfullten zweiten Randbedlngung in elner graphischen Dar-
stellung als Restwert R iber w auf. Man erhilt auf diese Weise
eine Funktion R(w) der Frequenz w, deren Nullstelién die Biege-
. eigenfrequenzen des gegebenen Balkens angeben. ’

Zu dem soeben beschriebenen RestgroBenverfahren .
sollen nun noch einige erginzende Bemerkungen gemacht werden.
 Wehlt man die im vorhergehenden erwdhnten zwel unbekannten, von
% ~vollig willkiirlich,
so wird es im allgemelnen geschehen, daB die Losungswerte . yi ‘
yﬁI, I Q bezw., in, yﬁII,IMII, QiI am Stabende numerisch
sehr groBe Werte annehmen. Bel der Berechnung des Restwertes

Null verschiedenen Randwerte Y4 und y, bel x

R(w) hat man dann die Differenz zweler grofler Zahlen zu bllden,
die meistens relativ klein w;rd Dadurch wird der Fehler des
Restwertes sehr groB, ja es kann sogar passieren, dafl der Fechler
- groBer ist, als der Restwert selbst. Dieser Schwierigkeit kann -
man dadurch aus dem Wege gehen, dafl man.das Verh#ltnis llwdér
frei wihlbaren Anfangswerte‘y1 und yé in derselben GrﬁBenord—.‘
nung annimmt, wie sie bei‘prismatischen und keilformigen Balken
von glelcher Lange und gleichem Anfangsquerschnltt die sich Ja
| exakt durchrechnen lassen, vorkommen. Die Losungen bei X, ‘hal-
- ten sich dann in kleinen Schranken, SO daB die geschllderten
’Schw1er1gke1ten und Fehler nlcht auftreten.



"25 '

, Die auf dem ‘vorstehend beschriebenen Wege entste—~
hende, zusammengesetzte Losung (welche also 2 Randbedlngungen
‘am Anfang und eine am Ende erfullt) ist nur bls auf elnen kon-
stanten Faktor bestlmmt ‘Damit das Restmoment stetlg von w
abhangt muB dieser Faktor noch irgendwie normiert werden° Dles |

kann z. B. dadurch geschehen, daB man bei den Anfangswertepaaren

I II  _II
Y10 vz und vyt T2

zweiten Paares, unabhanglg von dem immer w1eder neu zu Wahlenden

je einen Wert des ersten und elnen Wert des

W, konstant beibeh&lt und elnfachheltshalber etwa glelch 1 setzt.
f Man kann den genannten Faktor aber auch so. bestlmmen, daB bei der
,;zusammengesetzten Losung am Anfang des- Stabes dle eine der nlcht
“verschw1ndenden GroBen den konstanten Wert 1 hat.

, | Schlleﬁllch hat es sich bei der Durchrechnung meh—
rerer Belsplele immer w1eder gezeigt, daB man vorteilhaft nicht
"nur bel- dem 1m Abschnitt 3. unter b.) geschllderten Verfahren zur
Anfangswertbestlmmung, sondern auch beim Potenzrelhenverfahren
und beim Adams—stormerschen Verfahren an Stelle der GroBen y, y'
.M und Q die transformlerten GroBen (47), d. h die Werte
; - 5 :

y=3 : e M el B
Rt S P B I ;
Cadig g a2 gl T C(51)
e i LS NEERE 1)
n Ty
p=1 1% 5 Rtp ot

verwendet Man verelnfacht dadurch die Rechnung nlcht unwesent—'

.‘1:Lch°

5. Beispiel: Zﬁm AbschiuB‘sdu;nun nbch die?vorausgegangeﬂe'
L EReerie &l ey Be1sp1e1 praktlsch zur Anwendung kommen.

Y
Z% ' Abb 5
: ;//i: ' :
AT -~ — [ F
S T - i L I VPSR 18 SE EES
: —t 7 EH : ' R A el - 'ué.'
8 i T i L
é ,;: O fa-bozd-of
= é*f ¢ v - G
7
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. Gegeben sei ein ‘Balken, der 51ch in einex Dlmen51on
linear vergungt (Keilstab) (vgl. Abb.' 5). Die Balkendicke d, und.

damit auch der Balkenquerschnltt.Fn,bel X sei halb so groB‘wie ,
die Balkendicke d, bezw. der Querschnitt F, bei x . Die Balken-
lénge sei 1, die Balkenbreite b = 1. Das Fléchentrédgheitsmoment
bei x, sel mit Ib bezeiChnet, der Elastizitétsmodul.sei E und die
Dichte Q. =, e
, ~ Der Balken sei einseitig fest eingespannt. Daraus
ergebén‘sich'als Randbedingungen beil Xg ¥ Y, =‘yé»= 0 und bei-

X, ¢ M, =0Q, =0, wobei ¥, die Auslenkung und y! die Neigung bei

X, und M das Moment und Q die Querkraft bei x bedeuten, .
| Aufgabe: Es soll die erste Oberfrequenz des gege-
benen Balkens ermittelt werden.

Durchfuhrung' Fur die Balkendlcke an der Stelle x

ergibt sich. : , ~ ,
S | ‘d(x) = (2-1- x) 59-1 " 5 ©(52)

Entsprechend fiir deﬁ’Balkenquerschnitt bei x:
P(x) = (.4.1- x) -2-9- | - (53)
und fﬁr‘dgs Fléchentrégheitsmoment;-

i - #\3 7al\3 - ,
b (2.,115 = (%Q'l') ’ Ll

Die Rechnung wird mit den transformierten Grofen. (51) durchge-
fihrt. Dafilir benstigt man nlcht F(x) und I(x) selbst, sondern -
o d1e Quotlenten-

—

=9 1 j
I S,
(1 - 27

3(55)

CE
1l
-
|

4

fir welche im weiteren eine Zahlentabelle (vgl. Tab. 1, S. 28)
belgefugt ist. Die Balkenlange wird in. zehn glelche Intervalle



- DT
;gufgeteilt ' s0 daB die Schrlttlange h = %5 i5t.
A Der Rechnungsgang wird nun folgendermaﬁen ver-
laufen: Fur elnen ersten bestimmten w—Wert und die Randwerte
yg y = Oy M I, Qg BI Werden nach dem Potenzreihen-
verfahren gemaB den Formeln (43), (44)' (45) und (46) die An-
fangswerte fur X_q1 Xgs Xq0 X, bestlmmt (dle Werte fir Xo sind -
identisch mit den gewdhlten Randwerten). Mit diesen Zahlen fihrt-
man das Adams-stormersche Verfahren nach den Formeln (26), (27),
“(31) und (33) durch und findet zun#chst die Endwerte yi und MI
mit deren Hilfe man aus den Gleichungen (35) und (36) noch dle
fehlenden Werte yﬁI und Q berechnet. (Dle Ermittlung von. an‘
kann man sich ersparen, da dleser Wert. zur Bestlmmung des Rest—
‘moments nicht gebraucht wird.) " e, ‘ .
~Fiir den glelchen w-Wert, jedoch mlt den abgeanderten

‘Anfangswerten° ygI = y'II = Q4 M il = AII und Q, . BII berechnet
'man auf d1e glelche Weise die Endwerte in, anI MiI QII,
Nun superponlert man gemaB Gleichung (50)

und ermittelt daraus fiir A den Wert 5
I * - : o R :
Qn o gt 3 R

‘Dann trigt man das Restmoment \ | . .

Comeamlead® o0 e

ﬁber w in einer graphlschen Darstellung auf.

Indem man genauso fiir mehrere andere w-Werte unter
,Belbehaltung der gewahlten Randwerte: MI, MII verfahrt und.durch
f‘,dle gefundenen Restwerte eine Kurve 1egt flndeﬁ man die N&ghe-
rungsfunktlon Tir R(m), deren Nullstelle die gesuchte Elgen—
frequenz liefert. ‘ ' v Rl '
' Es muB noch bemerkt werden, daf be1 der vorliegenden
vRechnung an ‘Stelle von w glelch iber q’verfugt wurde, da aus
anderen Rechnungen fur diese ‘GrofBe berelts brauchbare Schranken
'bekannt waren. ' DR
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Im elnzelnen wurden folgende Werte gewahltz :

~

B 11,‘ Wi Wlos o FIciqe |
L 0 = . == 1 i : ) )
o o ,. : e e , " (959
- b.) qz = 4,2 ’ | < L s '.'..;.II . |
. : MO = 2 - QO' = - 8,4

- ‘ . o -

Nachdem man mlttels des Potenzrelhenverfahrens Z. B. fur die
Werte 10 yg, yéI, Hﬁ, Q die Anfangswerte ‘berechnet hat (was
wohl nicht weiter ausgefuhrt Zu werden braucht), trigt man: ‘die
gefundenen Werte y 19 yo, y1, y2 bezw. I =1 M ’ M1, M2 ;n die
erste Spalte des Schemas Y (Tab. 2) bezw, N Tab 3) ein. Darauf

errechnet man mit Hilfe der Werte Fy “bezw, =9 (v = -1, 0,11, 2) 

F, Iv:
F, Iy
-1 } 05 0,863 837
0 1,00 | 1,000 000
1 0,95 | 1,166 350"
2 0,90 1,371 742
= 0;85v4 - 1,628 332 Tab. 1
4 0,80 |- 1,935 125 |
5 0,75 2,370 370
6 0,70 2,915 451
7 0,65 | 3,641 329
8. 0,60 4,629 629
9 0,55 6,010 518
10 0,50 | 8,000 000

- die Grofen (%: y)v bezw. (%Q M)\J (v=-1, 0, 1, 2),Itragt sie in
die erste Spalte des Schemas (F I) (Tab. 2) bezw.(fg M) (Tab., 3)
ein und bestimmt die Differenzen D, A__z, A 3. Mit Hilfe der iber
der Treppenllnle stehenden Werte des(I ﬂ) Schemas bestlmmt man
‘A y gemaB Gleichung (26) und aus den uber der Treppenlinie im

(—— Y) Schema stehenden Zahlen den Wert A M gemaﬁ Gleichung (27).

Vermlttelst der nach w undl&w aufgelosten Formeln (23)

y+1 v+1
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Abestlmmt man dann y3 Yund M3 hund durch Multlpllkatlon mit den'.

entsprechenden Zahlen aus Tab. 1 die zugehdrigen Werte (g y(ﬁ%
o "

= (4

bezw‘(Io M 95. Die leferenzblldung dieser letzteren zwei

‘ GroBen mit den iiber den Treppenllnlen stehenden 11efern die
 Ausdriicke /\"( y”’)3 bezw. A(I "“3 (¥ =1,:2, 3, 4). Mit -
den vierten Dl'ferenzen A bestlmmt man nach den Glelchungen
(31) die zwelten‘Naherungen y3 Funa Mgnund daraus die Werte
F ‘ﬁ3 bezw. (I M" - Die dritten Naherungen erhdlt man
gpmaB Gleichung (33) aus den Werten( “)3 bezw. (%9- IVI'"“)5

(A= 1, 2). Die dritten Ngherungen sind hinreichend genau, so daB

"-\_

"{

daS‘Verfahren abgebrochen Werden kann. Es werden noch die Dif-
‘ferenzen dér dritten Ndherungen (%— y‘& bezw. (%Q ﬁgj3zu den
.~ Werten (%T 5)2 bezw; (TQ H)Z oberhalb der ersten Treppenlinie'
gebildet und unter diese eine weitere Treppenlinie gezogen, um
anzudeuten, -daB die Berechnung der ersten Naherungen fiir den ,
Punkt x4 beglnnt ‘ ‘ '
Ll , Der Ueber51chtllchke1t wegen schrelbt man die
__'Werte §é,‘y3 bezw. M2, M3 (hier werden die letzten Ndherungen
Vs bezw.'Mgw mit y3 bezw. MB abgeklirzt, dd 81ch diese Néherungs-
werte von den wahren Werten ¥4 bezw. M3 im Rahmen der gefor-
derten Genaulgkelt nicht unterschelden) nochmals hin und be-
glnn’c die Berechnung von A y4 u nd A M und den nach:f:‘olgenden '
Werten genauso, ‘wie sie fur den Punkt x3 beschrieben wurde.
. Verfghrt man fiir die ubrlgen Punkte x, ()4— 4y
'5, ceeey 10) ebenso wie fur x4, so erhdlt man schlleﬁllch die
' Endwerte:

- y:.'[O =% B, 355 641.1072 @l

10 = 2 712 062

. und, indem man mlttels der Werte Mv (v = 10, 9, 8, b wy 5)
“ein leferenzenschema aufstellt, aus Gleichung (36) den Wert

= 10 ,885 525

o =
. Das Verfahren, W1e es soeben besohrleben wurde,
nochmals mlt den GroBen Mqs ? <y0II Mo y QII durchgefuhrt

erglbt dle ‘Endwerte



- B

Sf_%g ;,4"'}34,750 432‘10—_2 . M?‘:g = _—-, "|,103 529
=TT _ e . |

Nun kombinieft man'linea: und erhdlt

Q1 + A 6%6 =0 A== ~1o ='- 0,317 825

Daraus bestimmt man den ersten Restwert zu

I, A T ¢ 241 568

‘31 Ho + Ao = -

| Auf entspreohende Weise. errechnet man aus den
_Werten (59), b. ) den Restwert ' :

32 =+ 0,232 897

, W1r wollen uns- mlt dlesen zwel Restwe;ten begniigen "
und durch lineare Interpolatlon die gesuchte erste Oberfrequenz
bestimmen. Dazu tragen wir in Abb. 6 Ry und R, uber q1 undvl2

_ auf und bestimmen denjenigen Wert. n bei dem die durch R1, R2
gelegte Grade die q—Achse schneidet. Wir flnden

Vermittelst der Gleichung
: 4 ’ ‘
-2 Mg E-I, ‘ |
gt < , (60
e (‘ )

" kann man dann den gesuchten Frequenzwert bestimmen, womlt
unsere Aufgabe gelost ist ‘
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Tab, 2

. .t 2 - ‘ e ~T o
1. Rechenschema zum Abschn. 6. Anfang des Adams- Stdrmerschen Verfahrens fir die Werte: M, =‘I',O, M, =2 : Q:“: =
————— oy TR e = ) ==
in [Einneiten - 407 N7 in [Einheiten - 4072
Y [;, ‘b ] EQ,‘Tgﬁ' ; [ 7 ]
g A Ay T.g \(E - HEG). | AE-T), | AME-T
Y Ye FANYI AN Yy~ vyl (“‘:ﬁ'—;' Y )*J /A‘(ﬁ B)V ‘ A(?a:‘d)v* A (?7'0 B)V A (ﬁ Hl
1,076 350 1 |1,130 168 ;
' . -1,130 168 =
0,000 000 0 {0,000 000 : 1,993 469 .
’ . ‘ ‘ N 0,863 301 - -0,839 038" _
0,908 738 | . 1 10,863 301 ol % 1,154 431 s - -0,063 954
7 2,292 410 : . 2,017 732 -0,902 992 -
3,201 148 0,565 506 2 |2,881 033 _ : 0,251 439
2,857 916 : | T 2,269 171 |
(0 . 3 ¥ d
6,059 064 515,150 204 - ‘
2 : ol : : -0,900 039
6,062 556 35,153 173 0,254 392
L S v e 2.272 124
16,062 538 3%5,153 157
3,201 148 N -0,008 973
T 2,861 390 | : -0,909 012 —ia
6,062 538 R -0,460 602 -0,654 620 . | .
" 2T 1 2,400 788 SEEE - 1,617 504 o
# 1 8,463 326 46,770 661
2 | 8,466 837 - 6,773 470
' L L . * L ] L ] B .
. L4 - * . - e L B
: : : 1 : : & s
. . * . ] e - ”
. c ' . e ] ' o e

die zugeh?jrigen Wai‘té ” AM,, w

i

*M)yv. siehe bitte S. 33




Tab, 3

' 2. Rechenschema zu Abschn, 6.

M L — '
| T M
~ — B e — To 55 I 5 3~y BN e % ' =
] it ! A My A M, 3 1-;:3"’1 )v A(‘fM)q A (T.M)v AB(T‘M)\, Aq(%- My
2,802 291 1| 2,420 724
P - | -0,420 724
2,000 000  : o{ 2,000 000 -0,177 382 .
o ' : -0,598 106 - . 1-0,039 530
1,201 949 | f1| 1,401 894 4 -0,216 912 _ 0,041 909
: ] =-0,774 117 ’ O s, -0,815 018 ~ 0,002 379 '
| 0,427 832 ! : » 0,074 427 |i2]| 0,586 876 -0,214 533
N i 0,699 630 % . Wl ~ -1,029 551
~0,271 858 | é] 0,442 675 i - —
| - The M 0,002 167 .
)1 _0,271 994 5 ~0,442 897 o ~0,214 745 -
y | ‘ . - 1-1,029 763 ’ ,
-0,271_988 2| -0,442 887 -
0,427 832 F | : 0,042 132
! - | -0,699 820 S . 0,044 299
-0,271 988 L , 0,130 549 5 0,170 446 :
, ' - -0,569 277 5 | e : -1,200 209 AP
) | 0,841 265 BrA Ma”| 2,643 096 :
} | —0,841 284 W9 1,643 133 . .

P
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